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LAMINATIONS DANS LES ESPACES PROJECTIFS
COMPLEXES
BERTRAND DEROIN
Re´sume´. Dans ce travail, nous e´tendons le The´ore`me de plonge-
ment de K. Kodaira aux varie´te´s complexes hermitiennes non com-
pactes et aux laminations par varie´te´s complexes.
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1. Introduction
Ce travail est une extension aux cas des varie´te´s hermitiennes non
compactes et des laminations par varie´te´s complexes du The´ore`me de
plongement de K. Kodaira [15]. Ce dernier affirme que parmi les varie´te´s
complexes compactes les varie´te´s projectives complexes sont celles qui
admettent un fibre´ en droites holomorphe muni d’une me´trique her-
mitienne dont la courbure est strictement positive. La courbure d’une
me´trique hermitienne lisse |.| est de´finie par
Ω = i∂∂ log |s|, i = √−1
ou` s est une section holomorphe locale ne s’annulant pas.
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Nos motivations proviennent de l’e´tude qualitative des feuilletages
holomorphes singuliers sur les varie´te´s projectives complexes. Conside´-
rons par exemple une distribution de dimension d sur CN+1, de´finie par
des formes holomorphes polynomiales homoge`nes. Si elle est inte´grable,
ce qui est toujours le cas si d = 1, ses varie´te´s inte´grales dessinent un
feuilletage holomorphe singulier invariant par l’action des homothe´ties
et se projette donc en un feuilletage holomorphe singulier sur l’espace
projectif CPN . En fait, tous les feuilletages holomorphes singuliers
sur les varie´te´s projectives sont de´finis par des e´quations alge´briques,
d’apre`s le ce´le`bre The´ore`me GAGA de J. P. Serre [24].
La structure ge´ome´trique et dynamique de ces feuilletages est tre`s
riche. Leurs varie´te´s inte´grales, appele´es feuilles, sont des varie´te´s com-
plexes ge´ne´ralement non compactes immerge´es dans la varie´te´ am-
biante. Leur ge´ome´trie d’une part, et la manie`re dont elles se compor-
tent a` l’infini d’autre part, ne sont pas encore bien comprise. En fait,
en dehors des feuilletages de´finis par une e´quation de Riccati, ou de
leurs de´rive´s, nous manquons d’exemples de feuilletages holomorphes
singuliers que nous savons de´crire qualitativement.
L’ensemble limite d’une feuille d’un feuilletage holomorphe est l’ensem-
ble des points d’accumulation des lacets tendant a` l’infini dans la feuille.
Il he´rite d’une structure de lamination par varie´te´s complexes en de-
hors de l’ensemble singulier. Par exemple, les feuilletages de Riccati
posse`dent un unique ensemble limite exceptionnel, les autres e´tant des
feuilles alge´briques. L’ensemble limite est dans ce cas le lieu ou` la dy-
namique est concentre´e.
Il y a de nombreux exemples de laminations par varie´te´s complexes
abstraites, provenant de la the´orie de l’ite´ration, des pavages, ou de
l’arithme´tique (voir le survol d’E´. Ghys [10] sur les laminations par
surfaces de Riemann, et le paragraphe 8.3). Re´aliser l’une d’entre elles
comme l’ensemble limite d’une feuille d’un feuilletage holomorphe sur
une varie´te´ projective complexe donnerait de nouveaux exemples inte´-
ressants de feuilletages holomorphes.
Nous n’avons malheureusement pas pu re´aliser ce “reˆve”. Cependant,
l’existence de feuilletages holomorphes sur les varie´te´s projectives mon-
trent qu’il y a de nombreuses sous-varie´te´s complexes et laminations
par varie´te´s complexes dans les espaces projectifs complexes. Ceci est
tout a` fait inte´ressant en soi, et nous nous proposons de les caracte´riser.
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2. E´nonce´ des re´sultats
2.1. Sous-varie´te´s complexes holomorphiquement immerge´es
dans un espace projectif complexe. Nous nous inte´ressons d’abord
au cas des varie´te´s hermitiennes non compactes a` ge´ome´trie borne´e.
De´finition 2.1. Soit (M, g) une varie´te´ complexe hermitienne. Une
immersion π : (M, g) → CPN est dite localement bilipschitzienne si il
existe un re´el r > 0 et une constante K ≥ 1 telle que la restriction de
π a` une boule de rayon r est un plongement K-bilipschitzien.
Cette de´finition ne de´pend pas de la me´trique utilise´e sur CPN ,
puisque ce dernier est compact.
The´ore`me 2.2 (Cas d’une varie´te´ non compacte). Soit (M, g) une
varie´te´ hermitienne comple`te et E → M un fibre´ en droites holomor-
phe admettant une me´trique hermitienne a` ge´ome´trie borne´e dont la
courbure ω ve´rifie des ine´galite´s du type
1
C
g(u) ≤ Ω(u,√−1u) ≤ Cg(u)
pour une constante C ≥ 1 ne de´pendant pas du vecteur tangent u.
Alors il existe un entier N et une immersion holomorphe localement
bilipschitzienne π : (M, g)→ CPN .
Dans le cas des surfaces riemaniennes oriente´es, qui he´ritent d’une
structure de surface de Riemann hermitienne d’apre`s le The´ore`me d’Ahl-
fors-Bers [2], nous de´montrons le re´sultat suivant.
The´ore`me 2.3 (Cas des surfaces riemanniennes oriente´es). Une sur-
face riemannienne a` ge´ome´trie borne´e s’immerge holomorphiquement
et localement bilipschitziennement dans un espace projectif complexe.
Le The´ore`me 2.2, ainsi que la De´finition 2.1 apparaissent dans le
travail [13] de M. Gromov. La de´monstration fait usage de la me´thode
des se´ries fuchsiennes, e´labore´e par H. Poincare´ [19], et qui consiste
a` sommer des sections holomorphes d’un fibre´ en droites holomorphes
E → M qui ont de bonnes proprie´te´s de de´croissance a` l’infini. M. Gro-
mov utilise des sections holomorphes de norme L1 finie, mais il nous
semble que la convergence des se´ries fuchsiennes correspondantes n’est
e´tablie que dans le cas ou` la varie´te´M est le reveˆtement universel d’une
varie´te´ projective. Notre contribution est l’emploi de sections holomor-
phes a` de´croissance exponentielle, qui assure la convergence des se´ries
fuchsiennes associe´es en toute ge´ne´ralite´. Nous montrons ne´anmoins la
convergence de certaines se´ries fuchsiennes conside´re´es par M. Gromov,
mais qui ne suffisent pas pour de´montrer 2.2 (voir Remarque 4.4).
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2.2. Laminations par varie´te´s complexes projectives. Une lam-
ination par varie´te´s complexes d’un espace topologique X est un atlas
complet L d’home´omorphismes ϕ : U → B × T de´finis sur des ou-
verts U de X et a` valeurs dans le produit de la boule unite´ B de Cn
par un espace topologique T , en sorte que les changements de cartes
pre´servent la fibration horizontale par boules, et soient biholomorphes
en restriction aux fibres.
De´finition 2.4. Une lamination par varie´te´s complexes L d’un espace
compact X est projective si l’ensemble des applications continues π :
X → CPN immergeant holomorphiquement les feuilles se´parent les
points de X .
Voici notre re´sultat principal dans le cadre des laminations par varie´-
te´s complexes.
The´ore`me 2.5 (Cas d’une lamination). Soit L une lamination par
varie´te´s complexes d’un espace compact n’ayant pas de cycle e´vanouis-
sant. Si L admet un fibre´ en droites holomorphes de courbure stricte-
ment positive le long des feuilles, alors L est projective.
Un cycle e´vanouissant est un lacet contenu dans une feuille et non
homotope a` un point dans sa feuille, qui peut eˆtre approche´ dans la
topologie uniforme par des lacets contenus dans des feuilles proches qui,
eux sont homotopes a` un point dans leur feuille. Nous ne savons pas
de´montrer qu’une lamination projective n’a pas de cycle e´vanouissant.
En revanche les feuilletages holomorphes par courbes d’une varie´te´ pro-
jective n’ont pas de cycle e´vanouissant (voir [4]).
En adaptant la me´thode des se´ries fuchsiennes au cas feuillete´, E´.
Ghys construit des fonctions me´romorphes sur les laminations hyper-
boliques 1 d’un espace compact, ayant une transversale totale [10].
Notre me´thode permet de contourner l’hypothe`se d’existence d’une
transversale totale, et de de´montrer qu’une lamination hyperbolique
d’un espace compact a toujours une multi-transversale totale.
Nous conjecturons qu’une lamination par varie´te´s complexes d’un es-
pace compact de dimension topologique finie et ve´rifiant les hypothe`ses
du The´ore`me 2.5 admet un plongement holomorphe a` valeurs dans un
espace projectif complexe. T. Ohsawa et N. Sibony [18] de´montrent
ce fait pour des feuilletages lisses par varie´te´s complexes de codimen-
sion 1 d’une varie´te´ compacte. Voici une version symplectique de notre
conjecture.
1Une lamination hyperbolique est une lamination par surfaces de Riemann dont
toutes les feuilles sont reveˆtues par le disque unite´.
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The´ore`me 2.6. Soit L une lamination compacte par varie´te´s com-
plexes n’ayant pas de cycle e´vanouissant, et E → L un fibre´ en droites
holomorphe positif. Alors si la dimension topologique de X est finie,
il existe un plongement symplectique π : X → CPN pour la structure
symplectique standard de CPN .
Re´cemment, A. Ibort et D. Martˆınez Torres ont de´montre´ le re´sultat
analogue pour les feuilletages par varie´te´s symplectiques de codimen-
sion 1 [14]. En codimension quelconque et pour des feuilletages par
varie´te´s symplectiques non ka¨hle´riennes il reste ouvert.
Les The´ore`mes 2.5 et 2.6 sont de´montre´s au paragraphe 8. Pour cela
nous e´tablissons des proprie´te´s de continuite´ des se´ries fuchsiennes aux
paragraphes 6 et 7.
2.3. En dimension 1. Toute lamination par surfaces riemanniennes
oriente´es est munie d’une structure de lamination par surfaces de Rie-
mann, d’apre`s le The´ore`me d’Ahlfors-Bers [2]. Signalons par ailleurs
que dans [8], il est de´montre´ que l’espace de Teichmu¨ller d’une lami-
nation hyperbolique d’un espace compact est de dimension infinie, si
elle admet une feuille simplement connexe. Il y a donc de nombreux
exemples de laminations par surfaces de Riemann. Le lecteur pourra se
re´fe´rer au survol d’E´. Ghys [10].
Si toutes les surfaces riemanniennes oriente´es a` ge´ome´trie borne´e sont
“projectives”, ce n’est plus vrai pour des laminations par surfaces rie-
manniennes oriente´es. Il y a deux obstructions a` ce fait, essentiellement
e´quivalentes.
La premie`re est le fait que l’intersection d’une lamination projective
avec un hyperplan complexe est un diviseur : c’est une fonction non
nulle m : X → N qui est localement donne´e par la multiplicite´ d’an-
nulation d’une fonction holomorphe non constante sur chaque feuille.
L’existence d’un diviseur est une condition topologique non triviale.
Par exemple, la composante de Reeb du tore plein n’a pas de diviseur
passant par sa feuille compacte. Nous de´montrons le re´sultat suivant.
The´ore`me 2.7. Une lamination par surfaces de Riemann d’un espace
compact qui n’a pas de cycle e´vanouissant est projective si et seulement
si elle posse`de un diviseur coupant toutes les feuilles.
Un sole´no¨ıde est une lamination dont l’espace transverse est totale-
ment discontinu.
Corollaire 2.8. Un sole´no¨ıde par surfaces de Riemann d’un espace
compact qui n’a pas de cycle e´vanouissant est projectif et tendu.
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La seconde obstruction a` la projectivite´ est de nature homologique
et a e´te´ observe´e par E´. Ghys. L’exemple le plus simple est une lami-
nation par surfaces de Riemann L d’un espace compact X ayant une
feuille compacte M homologue a` 0 dans X . Une telle lamination ne
peut eˆtre projective, car une courbe holomorphe compacte d’un espace
projectif complexe n’est pas homologue a` 0 (elle intersecte un hyperplan
complexe positivement).
Dans le cas ge´ne´ral d’une lamination par surfaces de Riemann d’un
espace compact, cette obstruction est exprime´e en termes de la the´orie
des cycles feuillete´s de D. Sullivan [26]. Un cycle feuillete´ est un ope´ra-
teur T : Ω2(L)→ R line´aire, ferme´ et strictement positif sur les formes
strictement positives. L’inte´gration sur une feuille compacte est un ex-
emple de cycle feuillete´. Dans le cas ou` aucun cycle feuillete´ de L n’est
homologue a` 0, nous dirons que L est tendue. Nous de´montrons alors
le re´sultat suivant : 2
The´ore`me 2.9. Une lamination par surfaces de Riemann d’un espace
compact de dimension topologique finie qui n’a pas de cycle e´vanouissant
est projective si et seulement si elle est tendue.
Des The´ore`mes 2.7 et 2.9 de´coule un re´sultat de nature comple`tement
topologique.
The´ore`me 2.10. Une lamination compacte par surfaces oriente´es, de
dimension topologique finie et n’ayant pas de cycle e´vanouissant est
tendue si et seulement si elle admet une multi-transversale totale.
S. Schwartzman a de´montre´ ce fait pour des feuilletages de dimension
1 re´elle [22], et S. E. Goodman pour des feuilletages de codimension
1 [11]. Cet e´nonce´ a un sens pour des laminations oriente´es de dimen-
sion quelconque, et nous conjecturons qu’il est encore vrai.
Notations. Dans le texte, C de´signe une constante universelle. Nous
faisons usage de la meˆme notation pour des constantes a priori diffe´ren-
tes pour simplifier les notations.
Remerciements. Ce travail est une partie de ma the`se de doctorat [7]
effectue´e a` l’E´cole Normale Supe´rieure de Lyon. Je remercie chaleureuse-
ment E´. Ghys pour avoir dirige´ mes recherches.
2Notons que souvent une lamination tendue n’a pas de cycle e´vanouissant : par
exemple lorsque l’espace total est une varie´te´.
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3. Sections a` de´croissance exponentielle
Soit M une varie´te´ complexe et E → M un fibre´ en droites holo-
morphe, muni d’une me´trique hermitienne |.|. La courbure de |.| est la
(1, 1)-forme de´finie par
Ω := i∂∂ log |s|2
ou` s est une section holomorphe locale de E et i =
√−1. Une (1, 1)-
forme strictement positive en restriction a` toute droite complexe est
dite strictement positive.
Il est bien connu (voir par exemple [6], p. 307 Proposition 12.10)
que si |.| est une me´trique hermitienne de courbure strictement posi-
tive, alors au voisinage Vx de tout point x de M , il existe une section
holomorphe s : Vx → E dont la norme |s| = eϕ ve´rifie
ϕ = −|z1|2 − . . .− |zn|2 + o(|z|2),
dans un syste`me de coordonne´es holomorphes z = (z1, . . . , zn) centre´
en x. Soit g la me´trique ka¨hle´rienne associe´e a` Ω par la formule
g(u, v) = 2Ω(u,
√−1v),
ou bien, ce qui revient au meˆme
gx = 2(|dz1|2 + . . .+ |dzn|2).
De´finition 3.1. Une me´trique hermitienne |.| de E de courbure stricte-
ment positive est dite a` ge´ome´trie borne´e si son rayon r(|.|) est stricte-
ment positif : r(|.|) est le supremum des re´els r ≥ 0 tels que
(i) Le rayon d’injectivite´ de (M, g) est uniforme´ment minore´ par r
et pour tout point x de M il existe un biholomorphisme
(3.1) z : Bg(x, r)→ Ux
dans un ouvert Ux de C
n envoyant x sur 0 et qui est 2-bilipschitzien,
Ux e´tant muni de la me´trique euclidienne standard de C
n.
(ii) Pour tout point x de M il existe une section holomorphe s :
Bg(x, r)→ E ve´rifiant pour tout y de Bg(x, r) :
(3.2) e−2dg(x,y)
2 ≤ |s(y)| ≤ e− 12dg(x,y)2 .
(iii) La courbure de Ricci de g est borne´e uniforme´ment sur M .
Le principe de renormalisation suivant est bien connu, et a porte´ ses
fruits en ge´ome´trie symplectique (voir [28, 9]).
Lemme 3.2 (Renormalisation). Si E → M est un fibre´ en droites
holomorphe hermitien de courbure strictement positive et a` ge´ome´trie
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borne´e, alors les rayons des puissances de |.| ve´rifient pour tout entier
k ≥ 0
r(|.|⊗k) ≥
√
kr(|.|).
De plus, la courbure de Ricci des me´triques gk induites par |.|⊗k tend
uniforme´ment vers 0 lorsque k tend vers l’infini.
De´monstration. Pour tout entier k ≥ 1, les me´triques |.|⊗k de E⊗k
sont de courbures
Ωk = kΩ
et sont associe´es aux me´triques ka¨hle´riennes gk = kg sur M . En tout
point x de M , les coordonne´es
zk =
√
kz
exercent un biholomorphisme 2-bilipschitzien de Bgk(x, r
√
k) dans l’ou-
vert
√
kUx de C
n, et les sections sk : Vx → Ek ve´rifient
e−2dgk (x,y)
2 ≤ |sk(y)| ≤ e− 12dgk (x,y)2 ,
pour tout y de Bgk(x, r
√
k). Ainsi le rayon r(|.|⊗k) est au moins supe´rieur
a`
√
kr(|.|). De plus la courbure de Ricci de la me´trique gk tend uni-
forme´ment vers 0 lorsque k tend vers l’infini.
Ce Lemme motive l’e´tude des me´triques hermitiennes de courbure
strictement positive et a` ge´ome´trie borne´e ayant un grand rayon et
dont la courbure de Ricci est uniforme´ment petite. Dans ces conditions,
nous de´montrons l’existence de sections holomorphes a` de´croissance
exponentielle prolongeant un jet donne´ en un point.
L’ide´e est de construire un prolongement holomorphe h : M → E
dans L2g(|.|x,α) si α > 0 est assez petit, ou` la me´trique |.|x,α est de´finie
pour tout point x de M et tout re´el α > 0 par
|.|x,α := eαdg(x,.)|.|.
En vertu de la formule inte´grale de Cauchy, si |.| est une me´trique de
courbure strictement positive a` ge´ome´trie borne´e de rayon r(|.|) = r,
nous avons les ine´galite´s de Garding uniformes :
Pour toute section holomorphe τ : Bg(y, r)→ E,
(3.3) |τ(y)| ≤ C(r)
√∫
Bg(y,r)
|τ(z)|2dvg(z),
ou` C(r) est une constante ne de´pendant que de r, et que nous choisirons
de´croissante de r.
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Une section holomorphe h : M → E de L2g(|.|x,α) admet alors la
de´croissance
|h(y)| ≤ C|h|x,α,2e−αd(x,y),
pour tout y de M , ou` C est une constante ne de´pendant que de r.
L’existence des sections a` de´croissance exponentielle de´coule donc du
Lemme suivant.
Lemme 3.3 (Lemme principal). Il existe des re´els α > 0 et r0 > 0
tels que si E → M est un fibre´ en droites holomorphe muni d’une
me´trique |.| de courbure strictement positive a` ge´ome´trie borne´e dont
le rayon ve´rifie r(|.|) ≥ r0 et pour laquelle la courbure de Ricci de g est
uniforme´ment borne´e par 1/4, alors tout 1-jet j de section holomorphe
de M dans E en un point x se prolonge en une section holomorphe
h : M → E de L2g(|.|x,α) de norme infe´rieure a` C|j| ou` C est une
constante universelle.
Sa de´monstration est organise´e sous forme de paragraphes.
3.1. Perturbation. On pourra consulter [6], p. 422, Theorem 4.5,
pour une de´monstration du re´sultat suivant, duˆ a` L. Ho¨rmander :
Soit E →M un fibre´ en droites au dessus d’une varie´te´ ka¨hle´rienne
comple`te (M, g), muni d’une me´trique |.|′ dont la courbure satisfait la
positivite´
Ω′ − κM ≥ λΩ,
κM de´signant la courbure de la me´trique du fibre´ canonique KM de
M induite par g et λ une constante strictement positive. Si u est une
(0, 1)-forme a` valeurs dans E, lisse, L2g(|.|′) et ∂-ferme´e (c’est a` dire
que ∂u = 0), alors il existe une section v de E lisse et L2g(|.|′) qui ve´rifie
∂v = u et l’estime´e
(3.4) |v|′2 ≤
C
λ
|u|′2,
ou` C est une constante universelle.
Supposons que l’on ait une section s lisse et L2g(|.|′) qui soit de sur-
croit presque holomorphe, dans le sens ou` |∂s|′2 << 1. Nous pouvons
inverser u = ∂s avec les estime´es 3.4 : nous obtenons une section v lisse
et L2g(|.|′) telle que ∂(s − v) = 0 et |v|′2 ≤ Cλ |u|′2. La section h = s − v
est holomorphe et nous avons |s−h|′2 << 1. Nous avons donc perturbe´
une section presque-holomorphe en une section holomorphe.
Dans ce paragraphe nous de´montrons que l’on peut appliquer les es-
time´es 3.4 de l’inverse du ∂ aux me´triques |.|x,α avec λ = 1/2 lorsque
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α > 0 est assez petit (voir Lemme 3.5). Il nous faut donc convenable-
ment lisser ces me´triques qui ne sont a` priori que continues. C’est le
but du Lemme suivant.
Lemme 3.4. Il existe une constante universelle C telle que les pro-
prie´te´s suivantes soient ve´rifie´es. Soit E → M un fibre´ en droites
holomorphe et |.| une me´trique de courbure strictement positive de
E a` ge´ome´trie borne´e telle que r(|.|) ≥ 1. Pour toute fonction 1-
lipshitzienne ψ : (M, g) → R, il existe une fonction lisse φ : M → R
ve´rifiant |φ− ψ|∞ ≤ 1 et |i∂∂φ|∞ ≤ C.
De´monstration. La fonction φ est construite a` partir d’un noyau K
φ(x) =
∫
M
K(x, y)ψ(y)dvg(y),
ou` K : M×M → R est une fonction ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(i) K est lisse et positive,
(ii) le support de K est inclu dans {d(x, y) ≤ 1}
(iii) les diffe´rentielles des fonctions K(., y) jusqu’au deuxie`me ordre
sont borne´es par des constantes universelles,
(iv) en tout point x de M on a
∫
M
K(x, y)dvg(y) = 1.
De´montrons d’abord qu’avec ces proprie´te´s la fonction φ ve´rifie le
Lemme. Nous avons de´ja`
φ(x)− ψ(x) =
∫
M
K(x, y)(ψ(y)− ψ(x))dvg(y),
ce qui donne |φ(x)− ψ(x)| ≤ 1 d’apre`s les proprie´te´s (ii) et (iv). Pour
controˆler les de´rive´es de φ en un point x, observons que pour tout point
x0
φ(x)− ψ(x0) =
∫
M
K(x, y)(ψ(y)− ψ(x0))dvg(y),
si bien que, diffe´rentiant et prenant x0 = x nous obtenons
i∂∂φ|x =
∫
M
i∂∂K(., y)|x(ψ(y)− ψ(x))dvg(y).
Nous avons donc la majoration
|∂∂φ|x| ≤ Cvol(Bg(x, 1)),
la constante C e´tant donne´e par (iii). Le re´sultat re´sulte du fait que
le volume de la boule Bg(x, 1) est majore´ par le volume de la boule
euclidienne de rayon 2.
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Pour construire le noyau K nous utilisons des noyaux centre´s en
un point t de M . A` partir des coordonne´es zt de 3.1 centre´es en t,
conside´rons les fonctions Ht :M ×M → R de´finies par
Ht(x, y) = H(zt(x), zt(y))
ou` H est une fonction lisse positive des deux variables z1 ∈ Cn et
z2 ∈ Cn ve´rifiant H(z1, z2) = 1 si z1 et z2 sont de norme infe´rieure a`
1/8 et H(z1, z2) = 0 si l’une des deux normes de z1 ou z2 est supe´rieure
a` 1/4. Comme l’image Ut de Bg(t, 1) par zt contient Beucl(0, 1/4), la
fonctionHt : M×M → R prolonge´e en dehors de Bg(t, 1)×Bg(t, 1) par
0 est lisse et positive et ve´rifie les proprie´te´s suivantes. Si d(x, t) ≤ 1/16
et d(y, t) ≤ 1/16, on a Ht(x, y) = 1. Si d(x, t) ≤ 1/4 ou d(y, t) ≤ 1/4,
on a Ht(x, y) = 1. A y fixe´, i∂∂Ht(., y) est borne´ uniforme´ment par une
constante universelle.
Une partie 1/32-se´pare´e maximale pour l’inclusion et aussi 1/32-
dense. Prenons en une T ⊂ M . La somme
H =
∑
t∈T
Ht
est localement finie car la courbure de Ricci est borne´e. Plus pre´cise´ment,
pour tout couple (x, y) de points de M , il n’y a au plus que |T ∩
Bg(x, 1/2)| points t de T pour lesquels Ht(x, y) 6= 0. Mais, puisque T
est 1/32-se´pare´e nous avons
|T ∩ Bg(x, 1/2)| ≤ vol(Bg(x, 1/2 + 1/32))/vol(Bg(x, 1/32)) ≤ 682n
en comparant le volume des boules Bg avec celles des boules eucli-
diennes de Cn. Ainsi H est une fonction lisse positive sur M × M ,
dont le support est contenu dans {d(x, y) ≤ 1/2} et dont les de´rive´es
jusqu’au deuxie`me ordre (y compris 0) sont borne´es par des constantes
universelles. D’autre part, si x et y sont deux points deM se´pare´s d’une
distance infe´rieure a` 1/32, il existe un point t de T tel que d(x, t) ≤ 1/16
et d(y, t) ≤ 1/16. C’est donc que H(x, y) ≥ Ht(x, y) = 1. Nous pouvons
donc poser
K(x, y) =
H(x, y)∫
M
H(x, y)dvg(y)
.
C’est le noyau que nous voulons. Les proprie´te´s (i), (ii), (iv) sont claires.
Pour de´montrer la proprie´te´ (iii), il suffit de remarquer que l’inte´grale∫
M
H(x, y)dvg(y)
est minore´e uniforme´ment par une constante strictement positive, et
que son i∂∂ est borne´ par une constante universelle. Le Lemme 3.4 est
de´montre´.
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Lemme 3.5. Il existe α > 0 tel que si |.| est une me´trique de E de
courbure strictement positive a` ge´ome´trie borne´e de rayon r(|.|) ≥ 1 et
pour laquelle la courbure de Ricci de g est majore´e par 1/4, alors pour
tout x de M l’estime´e suivante est ve´rifie´e. Si u est une (0, 1)-forme a`
valeurs dans E, lisse, L2g(|.|x,α) et ∂-ferme´e, alors il existe une section
v de E lisse et L2g(|.|x,α) qui ve´rifie ∂v = u et l’estime´e
|v|x,α,2 ≤ C|u|x,α,2,
ou` C est une constante universelle.
De´monstration. Conside´rons la fonction ψ = d(x, .). C’est une fonc-
tion 1-lipshitzienne. Le Lemme 3.4 nous donne une fonction φ ve´rifiant
|φ − d(x, .)|∞ ≤ 1 et |i∂∂φ|∞ ≤ C. Regardons alors la me´trique de E
de´finie par
|.|′ = eαφ|.|.
D’une part elle est uniforme´ment e´quivalente a` |.|x,α, avec l’estime´e
e−α|.|x,α ≤ |.|′ ≤ eα|.|x,α.
D’autre part elle est lisse de courbure
Ω′ = Ω+ αi∂∂φ.
Si α > 0 est choisi assez petit en sorte que αC ≤ 1/4, ou` C est la
constante universelle donne´e par le Lemme 3.4, et si la courbure de
Ricci de g est majore´e par 1/4, alors nous avons la positivite´ de |.|′ :
Ω′ − κM ≥ 1
2
Ω.
Nous pouvons donc utiliser les estime´es de Ho¨rmander 3.4 sur E muni
des normes |.|x,α, avec la constante λ = 1/2 et une constante C uni-
verselle.
3.2. Sections presque-holomorphes. Soit E → M un fibre´ en droi-
tes holomorphe et |.| une me´trique de courbure strictement positive a`
ge´ome´trie borne´e. Le Lemme suivant est duˆ a` G. Tian [28].
Lemme 3.6 (Tian). Soit x un point de M et j un 1-jet de section
holomorphe de M dans E en x. Il existe une section lisse s : M → E
a` support compact, holomorphe sur Bg(x, r/3), passant par j, telle que
|s|x,α,2 ≤ C|j| et |∂s|x,α,2 ≤ C|j|
r
,
ou` C est une constante universelle.
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De´monstration. Soit s : Bg(x, r)→ E la section de´finie en 3.2, et soit
P un polynoˆme line´aire des coordonne´es z de 3.1 centre´es en x tel que
j = J1(Ps)(x). La section s est de´finie par s = ϕs, ou` ϕ : Bg(x, r)→ R
est une fonction lisse, identiquement e´gale a` 1 sur Bg(x, r/3), nulle a`
l’exte´rieur de Bg(x, 2r/3). De plus nous demandons que ϕ prenne ses
valeurs entre 0 et 1 et que
|dϕ|g ≤ C/r,
ou` C est une constante universelle. Nous pouvons par exemple constru-
ire ϕ en prenant une fonction ψ ayant les meˆmes proprie´te´s sur la boule
euclidienne Beucl(0, 1/2) de C
n et en conside´rant ϕ(y) = ψ(z(y)/2r).
Nous avons alors
|∂s|x,α,2 = |∂(ϕ)Ps|x,α,2 ≤ C
r
|Ps|x,α,2.
Reste a` majorer la norme de Ps sur la boule Bg(x, r). Il existe une
constante universelle C telle que pour tout y de Bg(x, r)
|P (y)| ≤ C|j|(1 + d(x, y)).
Nous en de´duisons donc
|Ps|x,α,2 ≤ C|j|
√∫
Bg(x,r)
(1 + d(x, y))2eαd(x,y)−d(x,y)2dvg(y).
Cette dernie`re inte´grale est majore´e par l’inte´grale convergente sur Cn
22n
∫
Cn
(1 + 2|z|)2e2α|z|− |z|
2
2 dveucl(z).
Le Lemme est de´montre´.
3.3. De´monstration du Lemme principal 3.3. Soit |.| une me´tri-
que de E de courbure strictement positive et a` ge´ome´trie borne´e pour
laquelle la courbure de Ricci de g est majore´e par 1/4, et dont le rayon
r(|.|) est supe´rieur a` 1. Soit x un point deM et j un 1-jet en x de section
holomorphe de M dans E. Appliquons le Lemme de perturbation 3.5
a` la section s construite au Lemme 3.6. Nous obtenons une section
holomorphe H : M → E de L2g(|.|x,α) ve´rifiant
|H − s|x,α,2 ≤ C|j|
r
.
La section H − s est holomorphe sur la boule Bg(x, r/3), donc les
ine´galite´s de Garding 3.3 donnent
|J1H − j| ≤ C|j|
r
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pour une constante universelle C. Nous choisissons r en sorte que C/r =
1/2, ou` C est la constante apparaissant dans l’ine´galite´ pre´ce´dente.
Puisque d’apre`s le Lemme de Tian nous avons |s|x,α,2 ≤ C|j|, nous en
de´duisons l’estime´e :
|H|x,α,2 ≤ C|j|,
pour une constante universelle C. Ces ine´galite´s sont le premier pas
d’un processus d’approximations successives. De´finissons h1 = H(j) et
par re´currence hq+1 = H(j−J1(h1+ . . .+hq)) pour q ≥ 2. Nous avons
alors pour tout q ≥ 1,
|J1(h1 + . . .+ hq)− j| ≤ (1/2)q|j|, |hq+1|x,α,2 ≤ C(1/2)q|j|.
La se´rie
∑
q hq converge donc vers une section holomorphe h : M → E
de L2g(|.|x,α,2) passant par j et telle que
|h|x,α,2 ≤ C|j|,
ou` C est une constante universelle. Le Lemme 3.3 est de´montre´.
4. Se´ries fuchsiennes
Soit E → M un fibre´ en droites holomorphe muni d’une me´tri-
que |.| de courbure strictement positive et a` ge´ome´trie borne´e. Soit g
la me´trique ka¨hle´rienne associe´e a` la forme de courbure de |.|. Nous
supposons que :
(i) la courbure de Ricci de g est uniforme´ment majore´e par 1/4.
(ii) le rayon r(|.|) de |.| est supe´rieur au re´el r0.
Dans ces conditions, nous avons montre´ au Lemme 3.3 que tout 1-jet
jx de section holomorphe de M dans E en un point x se prolonge en
une section holomorphe de L2(|.|x,α) de norme infe´rieure a` C|jx|, ou`
C > 0 est une constante universelle. Soit m(jx) : M → E celle de
norme minimale.
De´finition 4.1. Soit δ un re´el strictement positif. Une partie T ⊂ M
est δ-se´pare´e si deux points distincts de T sont se´pare´s d’une distance
supe´rieure a` δ. Soit T ⊂ M une partie δ-se´pare´e et j = {jt}t∈T une
famille de 1-jets de section holomorphe deM dans E de´finis aux points
de T . La se´rie
σ(j) :=
∑
t∈T
m(jt)
est la se´rie fuchsienne associe´e a` j.
Lemme 4.2 (Convergence des se´ries fuchsiennes). Il existe une constan-
te c0 > 0 telle que si la courbure de Ricci de g est borne´e uniforme´ment
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par c0 alors les se´ries fuchsiennes σ(j) convergent uniforme´ment sur
tout compact de M vers une section holomorphe de E ve´rifiant
|σ(j)|∞,M ≤ C(δ)|j|∞,T ,
pour toute partie δ-se´pare´e T et toute famille borne´e j de 1-jets de´finis
sur T . De plus, nous avons
|J1σ(j)− j|∞,T ≤ D(δ)|j|∞,T ,
ou` D tend vers 0 lorsque δ tend vers l’infini. 3
De´monstration. Remarquons que, pour tout point y deM nous avons
les ine´galite´s∑
t∈T
e−αd(t,y) ≤ C(δ)
∑
t∈T
∫
Bg(t,δ/2)
e−αd(z,y)dvg(z)
≤ C(δ)
∫
M
e−αd(z,y)dvg(z),
ou` C(δ) = eαδ/ν(δ/2) et ν(δ) = infx∈M vol(Bg(x, δ)). Il existe une con-
stante c0 > 0 telle que si la courbure de Ricci de g est uniforme´ment
majore´e par c0, alors la croissance du volume des boules est exponen-
tielle d’exposant infe´rieur a` α/2. Plus pe´cise´ment il existe une constante
universelle C telle que pour tout r ≥ 1
vol(Bg(x, r)) ≤ Ceαr/2.
Alors pour tout y de M l’inte´grale∫
M
e−αd(z,y)dvg(z)
est borne´e par une constante universelle. Nous obtenons donc∑
t∈T
|h(jt)(y)| ≤ C(δ)|j|∞,T ,
ce qui montre de´ja` que σ converge uniforme´ment sur tout compact de
M vers une section holomorphe de E borne´e par C(δ)|j|∞,T .
Supposons maintenant que δ ≥ 2. En vertu de l’ine´galite´ de Garding
3.3 nous avons pour tout y de T ,
|J1σ(y)− jy| ≤
∑
t∈T,t6=y
|J1h(jt)(y)| ≤ C|j|∞
∑
t∈T,t6=y
e−αd(t,y).
Nous en de´duisons donc
|J1σ(y)− jy| ≤ C|j|∞ e
α
ν(1)
∫
M−Bg(y,δ−1)
e−αd(z,y)dvg(z).
3|.|∞,A est la norme uniforme en restriction a` la partie A.
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Mais les fonctions
fδ : y ∈M 7→
∫
M−Bg(y,δ−1)
e−αd(z,y)dvg(z)
convergent uniforme´ment vers 0 lorsque δ tend vers l’infini. Le Lem-
me 4.2 est de´montre´.
Proposition 4.3. Soit E → M un fibre´ en droites holomorphe muni
d’une me´trique de courbure strictement positive a` ge´ome´trie borne´e
dont le rayon r(|.|) est supe´rieur a` r0 et pour laquelle la courbure de
Ricci de g est uniforme´ment majore´e par c0. Alors il existe δ0 > 0 tel
que toute famille borne´e de 1-jets de´finie sur une partie δ0-se´pare´e T
de M se prolonge en une section holomorphe σ :M → E ve´rifiant
|σ|∞,M ≤ C|j|∞,T ,
ou` C est une constante universelle.
De´monstration. Nous choisissons δ0 > 0 tel que D(δ0) ≤ 1/2 et nous
reproduisons l’argument d’approximation de 3.3. De´finissons σ1 = σ(j),
et par re´currence σq+1 = σ(j − J1(σ1 + . . . + σq)) pour tout entier q
supe´rieur a` 1. Nous avons, pour tout q les ine´galite´s
|j− J1(σ1+ . . .+ σq)|∞,T ≤ |j|∞(1/2)q, |σq|∞,M ≤ C(δ0)|j|∞(1/2)q−1.
Ainsi la se´rie
∑
q σq converge uniforme´ment sur M vers une section
holomorphe σ : M → E borne´e par C|j|∞ et prolongeant la famille
de jets j. La constante C est universelle car nous pouvons choisir C
de´croissante de δ.
Remarque 4.4. M. Gromov propose de fabriquer des se´ries fuchsiennes
avec des sections qui sont seulement dans L1g(|.|) ([13], p. 387, Corol-
lary 3.3.5). Soit E → M un fibre´ en droites holomorphe muni d’une
me´trique de courbure strictement positive et a` ge´ome´trie borne´e. Si
la courbure de Ricci de g est suffisament petite et si le rayon r(|.|)
est suffisament grand alors par tout point e de E passe une section
holomorphe h telle que |h|2 ≤ C|e|, ou` C est une constante uni-
verselle. Le produit de deux sections de L2g(|.|) est une section de
E⊗2 de norme L1 finie. M. Gromov conside´re la section holomorphe
de norme L1 minimale prolongeant un e´le´ment de E⊗2. La convergence
des se´ries fuchsiennes obtenues a` partir de ces sections est annonce´e
sans de´monstration ([13], p. 389, Interpolation Theorem 3.3.10). Nous
en donnons une de´monstration ici, avec une variante de la de´finition
de la section minimisante : si e = e1 ⊗ e2 est un e´le´ment de E⊗2 nous
de´finissons m(e) = m(e1) ⊗m(e2) ou` m(ei) est la section holomorphe
de E passant par ei de norme L
2
g(|.|) minimisante. L’avantage de ces
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se´ries fuchsiennes est que le rayon r(|.|) ne´cessaire pour construire des
sections holomorphes L2 de E est infe´rieur au r0 de 3.3 que l’on doit
prendre pour construire des sections holomorphes a` de´croissance expo-
nentielle. Par contre nous ne savons pas de´montrer la convergence des
se´ries forme´es a` partir des sections minimisantes L1 passant par une
famille de 1-jets.
Lemme 4.5. Soit T ⊂ M une partie se´pare´e, et {et}t∈T une famille
borne´e d’e´le´ments et de la fibre de E
⊗2 au dessus du point t. Alors la
se´rie ∑
t∈T
m(et)
converge uniforme´ment vers une section holomorphe de E⊗2.
De´monstration. Ce Lemme vient en fait d’une proprie´te´ de syme´trie
des sections minimisantes m(e) :
Proprie´te´ de syme´trie : soient x, x′ deux points de M et e, e′ deux
e´le´ments de E au dessus de x et x′ respectivement. Alors on a des
ine´galite´s
1
C
|e||m(e′)(x)| ≤ |e′||m(e)(x′)| ≤ C|e||m(e′)(x)|,
pour une constante C ne de´pendant que de g.
De´montrons d’abord que cette proprie´te´ entraine le Lemme 4.5. Re-
marquons qu’elle est aussi vraie pour les sections L1 de E⊗2 qui sont
les carre´s de deux sections minimisantes L2 de E. Ensuite, prenons un
point x dansM et un e´le´ment e de E⊗2 au dessus de x qui est de norme
1. Nous avons alors les majorations∑
t∈T
|m(et)(x)| ≤ C(sup
t∈T
|et|)
∑
t∈T
|m(e)(t)|.
Mais d’apre`s l’ine´galite´ de Garding nous avons∑
t∈T
|m(e)(t)| ≤ C(δ)|m(e)|1.
Ainsi
∑
t∈T |m(et)(x)| est finie pour tout x et le Lemme 4.5 en de´coule.
De´montrons maintenant la proprie´te´ de syme´trie. Si {sν}ν est une
base orthonorme´e topologique de l’espace des sections holomorphes et
L2 de E, les sections m(e) ont une expression tre`s simple donne´e par
(voir [3]) :
m(e) =
1∑
ν |sν(x)|2
∑
ν
< e, sν(x) > sν ,
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ou` x est le point sur lequel se projette e. Ceci montre en particulier que
|m(e)|22 =
|e|2∑
ν |sν(x)|2
,
et que la fonction x ∈ M 7→∑ν |sν(x)|2 ∈ R+ prend des valeurs com-
prises entre deux constantes strictement positives. Fixons deux points x
et x′ de M et deux e´le´ments e et e′ au dessus de x et x′ respectivement.
Nous avons alors
|e′||m(e)(x′)| = |e′|∑
ν |sν(x)|2 |
∑
ν < e, sν(x) > sν(x
′)|
= |e|∑
ν |sν(x)|2 |
∑
ν < e
′, sν(x′) > sν(x)|
≤ C|e||m(e′)(x)|,
et le Lemme 4.5 est de´montre´.
5. Immersion d’une varie´te´ complexe non compacte
Dans cette partie nous de´montrons les The´ore`mes 2.2 et 2.3 d’im-
mersion de varie´te´s hermitiennes non compactes.
5.1. De´monstration du The´ore`me 2.2. Soit E → M un fibre´ en
droites muni d’une me´trique hermitienne |.| de courbure strictement
positive et a` ge´ome´trie borne´e. Soit g la me´trique ka¨hle´rienne sur TM
associe´e a` la courbure de |.|. Il s’agit de montrer que (M, g) est projec-
tive.
Nous construisons une immersion de la forme π = [σ0 : . . . : σN ] :
M → CPN , ou` les sections σi sont des sections holomorphes d’une
puissance E⊗k de E pour k assez grand. Nous avons vu que r(|.|⊗k)
est au moins supe´rieur a`
√
kr(|.|), et que la me´trique gk = kg est
celle associe´e a` la courbure Ωk = kΩ de |.|⊗k, si bien que sa courbure
de Ricci tend uniforme´ment vers 0 quand k tend vers l’infini. Nous
pouvons donc appliquer le re´sultat de la Proposition 4.3 aux fibre´s E⊗k
et a` leur me´trique |.|⊗k (voir Lemme 3.2). Pour simplifier les notations,
nous supposons que c’est E lui-meˆme qui ve´rifie les hypothe`ses de la
Proposition 4.3.
Lemme 5.1. Soient δ > 0 le re´el donne´ par la Proposition 4.3. Il existe
un re´el ε > 0 tel que pour toute partie δ-se´pare´e T de M , il existe une
application me´romorphe πT : M → CP n de la forme πT = [σ0 : . . . : σn]
ou` les σl sont des sections holomorphes de E borne´es par une constante
universelle, telle que
– |σ0| ≥ 1/2 sur la re´union Tε des boules Bg(t, ε) autour des points
de T , si bien que πT est bien de´finie sur Tε.
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– sur chaque boule Bg(t, ε), nous avons π
∗
TΩFS ≥ CΩ, ou` C > 0 est
une constante universelle.
De´monstration. En chaque point t de T , de´finissons les 1-jets j0(t),
. . . , jn(t) de section holomorphe de TtM dans E par
j0(t) = J1(s), j1(t) = J1(z1s), . . . , jn(t) = J1(zns),
dans les coordonne´es z centre´es en t de 3.1. Ces jets sont borne´s par 1
et d’apre`s la Proposition 4.3, il existe des prolongements holomorphes
σ0, . . . , σn : M → E dont la norme est majore´e par une constante C ne
de´pendant que de δ.
D’apre`s le Lemme de Schwarz, nous avons |σ0| ≥ 1/2 sur la re´union
des boules Bg(t, ε1) centre´es en un point t de T et de rayon ε1 > 0 ne
de´pendant que de r et de C. En effet, le quotient σ0/s est une fonction
holomorphe a` valeurs dans C de´finie sur la boule Bg(t, r) et borne´e par
C.
Une autre version du Lemme de Schwarz montre que la fonction f =
(σ1
σ0
, . . . , σn
σ0
) ve´rifie ||dfx|| ≥ 1/2 pour tout point x de Bg(t, ε2), ou` ε2 est
un re´el ne de´pendant que de r et de C. En effet, elle de´finit une appli-
cation holomorphe Bg(t, r)→ Cn borne´e par C et dont la diffe´rentielle
en 0 est l’identite´. Le Lemme est de´montre´ avec ε = min(ε1, ε2).
Lemme 5.2. Soient 0 < ε < δ deux re´els. Il existe un nombre fini
T1, . . . , Tk de parties δ-se´pare´es de M dont la re´union est ǫ-dense.
De´monstration. Une partie ε-se´pare´e et maximale pour l’inclusion
est ε-dense. Prenons en une T . Choisissons une sous-partie T1 de T qui
est δ-se´pare´e et maximale pour l’inclusion, puis une partie T2 ⊂ T −T1
δ-se´pare´e et maximale pour l’inclusion etc. Ce proce´de´ s’arreˆte au bout
d’un certain temps, c’est a` dire qu’il existe l tel que T = T1∪T2∪. . .∪Tl.
En effet, supposons qu’il existe un point t de T qui ne soit dans aucun
des Tm, pour m = 1, . . . , l. Par maximalite´, il existe un point tm de
Tm dans Bg(t, δ) pour tout m = 1, . . . , l. Ces points sont deux a` deux
distincts puisque les parties Tm sont disjointes. Il y a donc l+1 points
de T dans Bg(t, δ), et les l+1 boules de rayon ε/2 centre´es en ces points
sont deux a` deux disjointes dans Bg(t, δ). Nos hypothe`ses de ge´ome´trie
borne´e montrent que l + 1 est infe´rieur a` une constante ne de´pendant
que de la courbure de Ricci de g et du rayon d’injectivite´. Le Lemme
est de´montre´.
Nous sommes en mesure d’achever la de´monstration du The´ore`me 2.2.
Pour chacunes de ces parties Tm, conside´rons les sections holomorphes
σm,0, . . . , σm,n de E construites au Lemme 5.1 et l’application
π = [σm,j ]1≤m≤l,0≤j≤n :M → CPN ,
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ou` N = (n+1)l− 1. Compose´e avec les projections pm : CPN → CP n
on retrouve les applications me´romorphes pm ◦ π = πTm . On a donc
l’ine´galite´ π∗ΩFS ≥ CΩ pour une constante strictement positive C.
De plus en chaque point x de M , l’une au moins des sections σm,j
est de norme supe´rieure a` 1/2 et toutes sont uniforme´ment borne´es par
une constante universelle. La tire´e en arrie`re par π de la me´trique de
Fubini-Study ΩFS de CP
N s’exprimant par la formule
π∗ΩFS =
√−1
2
∂∂ log
(∑
l
|σl|2
)
,
nous obtenons l’ine´galite´ π∗ΩFS ≤ DΩ, pour une constante D > 0. Le
The´ore`me 2.2 est de´montre´.
5.2. De´monstration du The´ore`me 2.3. Soit (Σ, g) une surface rie-
mannienne oriente´e a` ge´ome´trie borne´e est projective. D’apre`s le The´o-
re`me d’Ahlfors-Bers [2], toute surface riemannienne oriente´e est confor-
me´ment plate et admet donc une structure de surface de Riemann.
Dans le cas ou` Σ est compacte, le The´ore`me de Riemann montre que
Σ se plonge holomorphiquement dans CP (3). Si Σ est non compacte,
alors H2(Σ,R) est nul, et ceci implique l’existence d’un fibre´ en droites
holomorphe E → Σ muni d’une me´trique dont la courbure est la forme
volume vg. Cette me´trique est a` ge´ome´trie borne´e selon 3.1 si la cour-
bure de g est borne´e uniforme´ment et le rayon d’injectivite´ de (Σ, g) est
minore´ uniforme´ment par une constante positive. Le re´sultat de´coule
donc du The´ore`me 2.2.
5.3. Exemples. Un reveˆtement infini d’une varie´te´ projective hermi-
tienne est un exemple de varie´te´ hermitienne qui s’immerge localement
bilipschitziennement et holomorphiquement dans un espace projectif
complexe.
Notons que la famille des varie´te´s hermitiennes qui s’immergent lo-
calement bilipschitziennement et holomorphiquement dans un espace
projectif complexe est stable par produit et par e´clatement le long d’une
partie se´pare´e ou d’une sous-varie´te´ a` ge´ome´trie borne´e. Ceci donne
donc de´ja beaucoup d’exemples de varie´te´s hermitiennes projectives en
dimension supe´rieure.
Nous de´crivons ci-apre`s des exemples de varie´te´s quasi-projectives
non compactes munies d’une me´trique hermitienne a` ge´ome´trie borne´e
qui ne s’immergent pas bilipschitziennement et holomorphiquement
dans un espace projectif complexe.
Rappelons que parmi les varie´te´s holomorphiquement paralle´lisables
compactes du type G/Γ, ou` G est un groupe de Lie complexe et Γ
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un re´seau cocompact de G, celles qui sont ka¨hle´riennes sont les tores
complexes Cn/Γ. Soit GA le groupe affine complexe des matrices 2× 2
triangulaires supe´rieures de de´terminant 1, muni d’une me´trique her-
mitienne invariante a` droite.
Proposition 5.3. Il n’existe pas d’immersion holomorphe π : GA →
M a` valeurs dans une varie´te´ ka¨hle´rienne (M, g) ve´rifiant l’ine´galite´
1
C
π∗g ≤ G ≤ Cπ∗g,
ou` C est une constante strictement positive et G est une me´trique her-
mitienne sur GA invariante a` droite.
De´monstration. Sur GA, faisons agir le groupe a` 1 parame`tre t com-
plexe par multiplication a` gauche par les matrices(
1 t
0 1
)
.
Les orbites de ce groupe de´finissent un feuilletage F dont les feuilles
sont paraboliques. Supposons qu’il existe une immersion ve´rifiant les
hypothe`ses de la Proposition.
Commenc¸ons par construire un courant strictement positif ferme´ de
type (1, 1) sur M en utilisant une ide´e duˆe a` L. Ahlfors [1]. Les feuilles
de F sont des courbes entie`res sur lesquelles la restriction de G induit
la me´trique euclidienne. Prenons en une F et conside´rons les courants
sur M de´finis pour tout r > 0 par
Tr(w) =
1
Aire(Dr)
∫
Dr
π∗w,
ou` Dr est un disque euclidien de F de rayon r, et l’aire e´tant mesure´e
avec la me´trique π∗g. C’est une suite de courants de norme 1 sur M et
donc on peut en extraire une sous-suite Tri convergente vers un courant
T . Comme l’immersion π est localement bilipschitzienne la longueur
du bord ∂Dr est ne´gligeable devant l’aire de Dr pour la me´trique π
∗g
lorsque r tend vers l’infini, ce qui montre que T est un courant ferme´.
Montrons que T est homologue a` 0 dans M . Pour cela remarquons
que les transformations φs : GA → GA obtenues par multiplication a`
gauche par les matrices (
e−s 0
0 es
)
pre´servent le feuilletage F en contractant la restriction deG aux feuilles
par e−2s. Nous avons donc des majorations
(5.1) |φ∗sw|π∗g,∞ ≤ Ce−2s|w|π∗g,∞
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pour toute (1, 1)-forme w de´finie le long des feuilles de F . A priori il n’y
a pas de raison que φs s’e´tende a` une transformation deM . Cependant,
imaginons un instant que ce soit le cas. Soit ω la (1, 1)-forme sur M
naturellement associe´e a` g. Cette forme est ferme´e donc T (φ∗sω) = T (ω)
pour tout s, et d’apre`s 5.1 nous avons T (φ∗sω) ≤ Ce−2s, ce qui montre
que T (ω) = 0 et contredit la stricte positivite´ de T . En ge´ne´ral, φs ne
se prolonge pas a` un flot sur M , mais si w est l’image re´ciproque par
π∗ de ω, nous prouvons que la limite
lim
i
Tri(φ
∗
sw)
existe et est e´gale a` T (ω). Pour cela il suffit de remarquer que w est
une 2-forme ferme´e et borne´e, et diffe`re de φ∗sw de la diffe´rentielle d’une
1-forme borne´e η. En effet des relations de Cartan nous de´duisons la
formule
η = d
( ∫ t
0
iXφ
∗
twdt
)
,
ou` X est le champ de norme 1 induit par le flot φs. Nous avons alors
lim
i
1
Aire(π(Dri))
∫
∂Dri
η = 0,
et nous en de´duisons la convergence de 1
Aire(π(Dri ))
∫
Dri
φ∗sw vers T (ω).
D’apre`s 5.1 nous avons
|T (ω)| ≤ Ce−2s.
Cela e´tant vrai pour tout s, c’est que T (ω) = 0. C’est une contradiction
puisque T est strictement positif.
Notre me´thode montre aussi que la varie´te´ de Hopf C2−{0} muni de
la me´trique |dz||z| invariante par les homothe´ties ne peut pas s’immerger
localement bilipshitziennement et holomorphiquement dans une varie´te´
ka¨hle´rienne. Elle peut s’adapter a` bien d’autres espaces homoge`nes.
Cependant nous ne savons pas si le groupe de Heisenberg complexe
muni d’une me´trique invariante a` droite s’immerge ou pas holomor-
phiquement et de manie`re bilipshitzienne dans un espace projectif com-
plexe. Nous reviendrons sur ce genre d’obstructions au paragraphe 9.2.
6. Continuite´ des se´ries fuchsiennes
Dans cette partie nous e´tablissons des proprie´te´s de continuite´ des
sections minimisantes, et de leurs se´ries fuchsiennes associe´es.
Soient pi : Ei → Mi, i = 1, 2 deux fibre´s en droites holomorphes,
et |.|i des me´triques hermitiennes lisses sur Ei de courbure strictement
positive et a` ge´ome´trie borne´e. Nous supposons que pour i = 1, 2,
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le rayon r(|.|i) est supe´rieur a` r0 et que la courbure de Ricci de la
me´trique ka¨hle´rienne gi que |.|i induit sur Mi est majore´e par 1/4.
Sous ces conditions, tout 1-jet j : TtMi → Ei de section holomorphe
de Ei se prolonge en une section holomorphe de L
2(|.|i,t), ou` |.|i,t =
exp(αd(., t))|.|i (voir Lemme 3.3). Rappelons que m(j) de´signe celle de
norme minimale.
Soient 0 < ε < 1 et R >> 1 deux re´els. Supposons qu’il existe des
domaines Di ⊂ Mi contenant des boules B(xi, R) et un isomorphisme
de fibre´ en droites complexes φ : p−11 (D1)→ p−12 (D2) tel que
(i) φ est (1 + ε)-bilipschitzien,
(ii) exp(−ε)|.| ≤ φ∗|.| ≤ exp(ε)|.|,
(iii) Pour tout 1-jet ω1 (resp. ω2) de section holomorphe de E1 (resp.
E2), |∂φ∗ω1| ≤ ε|ω1| (resp. |∂φ∗ω2| ≤ ε|ω2|).
Lemme 6.1 (Continuite´ des sections minimisantes). Soient t1 un point
de B(x1, R/8) et t2 = φ(t1). Supposons que φ est holomorphe sur la
boule B(x1, 1). Soit j1 un 1-jet de section holomorphe de E1 en t1 et
j2 = φ∗j1. Alors
|φm(j1)(x1)−m(j2)(x2)| ≤ C exp(−αd(x1, t1))f(R, ε)|j1|,
ou` f(ε, R) est une fonction qui tend vers 1/
√
R lorsque ε tend vers 0,
et C est une constante universelle.
Les sections minimisantes passant par un jet en un point t ne de´pen-
dent donc essentiellement que de la ge´ome´trie de |.| en restriction a` une
grande boule centre´e en t. Cette proprie´te´ a e´te´ mise en e´vidence par
M. Gromov ([13], p. 387, Remark (a) of 3.3.5).
De´monstration. Observons que puisque ε < 1, φ est 2-bilipschitzien.
Nous avons donc les inclusions :
B(t2, R/2) ⊂ B(x2, 3R/4) ⊂ B(x2, R).
Conside´rons une fonction lisse ψ : M2 → [0, 1] qui vaut 1 surB(t2, R/2),
0 a` l’exte´rieur de B(x2, R), et telle que
|dψ| ≤ C/R,
la constante C ne de´pendant que de r0. Nous voulons perturber la
section
ψφ∗m(j1) : M2 → E2
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en une section holomorphe h2 : M2 → E2 dans la norme |.|t2,2.4
Comportement des me´triques |.|t. Les proprie´te´s suivantes portant
sur les me´triques |.|i,ti de´coulent directement des proprie´te´s (ii) et (iii) :
il existe une fonction η(R, ε) qui tend vers 0 lorsque ε tend vers 0 et
telle que
(ii)’ exp(−η)|.|t2 ≤ φ∗|.|t1 ≤ exp(η)|.|t2,
(iii)’ Pour tout 1-jet ω1 (resp. ω2) de section holomorphe de E1 (resp.
E2), |∂φ∗ω1|t2 ≤ η|ω1|t1 (resp. |∂φ∗ω2|t1 ≤ η|ω2|t2).
Estimation du ∂. Nous avons
|∂(ψφm(j1))|t2,2 ≤ |(∂ψ)φm(j1))|t2,2 + |(∂φm(j1))ψ|t2,2.
Commenc¸ons par majorer le premier terme. Nous avons
|(∂ψ)φm(j1)|2t2,2 ≤
(C
R
)2|φm(j1)|2t2,B(x2,R)
=
(C
R
)2 ∫
B(x2,R)
|φm(j1)|2t2dvg2 ≤
(C
R
)2|m(j1)|2t1,2.
D’apre`s le Lemme 3.3, nous obtenons donc
(6.1) |(∂ψ)φm(j1)|t2,2 ≤
C
R
|j1|.
Majorons le deuxie`me terme. D’apre`s (iii)’, nous avons
|ψ∂φm(j1)|2t2,2 ≤ |∂φm(j1)|21,2 ≤
∫
B(x2,R)
|∂φm(j1)|2t2dvg2
≤ Cη2|J1m(j1)|2t1 ,
ou` J1m(j1) de´signe le premier jet de m(j1). Les ine´galite´s de Garding
nous donnent en tout point y1 de M1,
|J1m(j1)(y1)|2t1 ≤ C
∫
B(y1,1)
|m(j1)(z1)|2t1dvg1(z1),
donc
|J1m(j1)|22 ≤ C
∫
d(y1,z1)≤1
|m(j1)(z1)|2t1dvg1(y1)dvg1(z1)
4Pour tout U dans U , toute partie B ⊂Mi, tout point z de M , et toute section
τ : B → E, notons
|τ |z,B,2 =
√∫
B
|τ(y)|2zdvg(y) et |τ |z,2 = |τ |z,M,2.
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= C
∫
z1∈M1
vol(B(z1, 1))|m(j1)(z1)|2t1dvg1(z1) ≤ C|m(j1)|2t1 .
Nous en de´duisons
|ψ∂φm(j1)|t2,2 ≤ Cη|j1|,
et en combinant avec 6.1,
|∂(ψφm(j1))|t2,2 ≤ C(η +
1
R
)|j1|.
Perturbation. Le Lemme 3.3 fournit une section holomorphe h2 :
M2 → E2 telle que
(6.2) |h2 − ψφm(j1)|t2,2 ≤ C(η +
1
R
)|j1|.
L’ine´galite´ de Garding donne, puisque h2 − ψφm(j1) est holomorphe
sur B(x2, 1/2) :
|J1h2(t2)− j2| ≤ C(η + 1
R
)|j1|.
Quitte a` ajouter a` h2 la section m(j2 − J1h2)), nous pouvons supposer
que l’on a en plus
J1h2 = j2.
Pythagore et une ine´galite´. Comme m(j2) est la section holomorphe
de L2(|.|t2) passant par j2 de norme minimale, elle est orthogonale a`
l’espace des sections dont le premier jet en t2 s’annule. Nous avons donc
|h2|2t2,2 = |m(j2)|2t2,2 + |h2 −m(j2)|2t2,2 ≥ |m(j2)|2t2,2.
En vertu de 6.2, on trouve
|ψφm(j1)|t2,2 ≥ (1− C(η +
1
R
))|m(j2)|t2,2.
Or
|ψφm(j1)|t2,2 ≤ |φm(j1)|t2,D2,2 ≤ (1 + ε)n+3/2|m(j1)|t1,D1,2,
d’ou` les ine´galite´s
(6.3)
(1 + ε)n+3/2|m(j1)|t1,2 ≥ |ψφm(j1)|t2,2 ≥ (1− C(η +
1
R
))|m(j2)|t2,2.
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Syme´trie. Les hypothe`ses du Lemme sont syme´triques. Les ine´galite´s
6.3 sont donc valables pour m(j2) aussi. Nous obtenons alors
(1 + ε)n+3/2|m(j2)|t2,2 ≥ (1− C(η +
1
R
))|m(j1)|t1,2.
En re´utilisant 6.3 et 6.2, nous trouvons une fonction η′(R, ε) qui tend
vers 0 lorsque ε tend vers 0 et telle que
(1 + C(η′ +
1
R
))|m(j2)|t2,2 ≥ |h2|t2,2 ≥ (1− C(η′ +
1
R
))|m(j2)|t2,2.
Finalement, en vertu de l’e´galite´ de Pythagore,
|h2 −m(j2)|t2,2 =
√
|h2|2t2,2 − |m(j2)|2t2,2 ≤ C
√
η′ +
1
R
|j2|
et de nouveau a` cause de 6.2, on obtient
|φm(j1)−m(j2)|t2,B(t2,R/2),2 ≤ |ψφm(j1)−m(j2)|t2,2
≤ C
√
η′ +
1
R
|j2|.
Le Lemme 6.1 de´coule alors de l’ine´galite´ de Garding, en choisissant la
fonction
f(R, ε) = C(η′(R, ε) +
1
R
)1/2.
Nous nous inte´ressons a` pre´sent a` la continuite´ des se´ries fuchsiennes.
Pour assurer leur convergence, nous supposons que la courbure de Ricci
des me´triques gi est majore´e par le re´el c0 donne´ par le Lemme 4.2.
Rappelons que le re´el δ0 >> 1 a e´te´ de´fini a` la Proposition 4.3.
Lemme 6.2 (Continuite´ des se´ries fuchsiennes). Soient Ti des parties
δ0-se´pare´es de Mi, et ji = {ji(t)}t∈Mi des familles borne´es de 1-jets
de section holomorphe de Ei dont le support est contenu dans Ti. Sup-
posons que φ est holomorphe sur chaque boule B(t, 1), ou` t ∈ T1 ∩D1
et que φ(T1 ∩D1) = T2 ∩D2. Alors
|φσ(j1)(x1)−σ(j2)(x2)| ≤ C(f(R, ε)max(|j1|∞, |j2|∞)+|j2−φ∗j1|∞,D2),
ou` f(R, ε) est une fonction qui tend vers 1/
√
R lorsque ε tend vers 0
et C est une constante universelle.
De´monstration. Nous avons
φ(σ(j1)(x1))− σ(j2)(x2) =∑
t∈T1∩B(x1,R/8)
φ(m(j1(t))(x1))−m(j2(φ(t)))(x2)
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+
∑
t∈M1−B(x1,R/8)
φ(m(j1(t))(x1))−
∑
t∈M2−φ(B(x1,R/8)
m(j2(t))(x2).
Nous allons majorer la norme de chacun des termes de droite de cette
e´galite´.
Majoration de la norme du premier terme. Nous avons pour tout
t ∈ T1 ∩ B(x1, R/8),
|φ(m(j1(t))(x1))−m(j2(φ(t)))(x2)| ≤
|φ(m(j1(t))(x1))−m(φ∗j1(t))(x2)|+ |m(φ∗j1(t)− j2(φ(t)))(x2)|.
Ainsi, en appliquant le Lemme 6.1,
|
∑
t∈T1∩B(x1,R/8)
φ(m(j1(t))(x1))−m(j2(φ(t)))(x2)| ≤
f(R, ε)|j1|∞
∑
t∈T1∩B(x1,R/8)
e−αd(x1,t)+
C|φ∗j1 − j2|∞,D1
∑
t∈T2∩D2
e−αd(x2,t).
Comme T1 et T2 sont des parties δ0-se´pare´es, les techniques de 4.2
montrent que les deux sommes apparaissant dans le terme de droite de
l’ine´galite´ pre´ce´dente sont majore´es par une constante ne de´pendant
que de r0, α, δ0 et c0. Nous obtenons donc l’ine´galite´ voulue
|
∑
t∈T1∩B(x1,R/8)
φ(m(j(t))(x1))−m(j(φ(t)))(x2)| ≤
C(f(R, ε)max(|j1|∞, |j2|∞) + |φ∗j1 − j2|∞,D1).
Majoration de la norme des deux autres termes. Puisque les sections
minimisantes sont a` de´croissance exponentielle pour la norme |.|, nous
avons
|
∑
t∈T1−B(x1,R/8)
φ(m(j1(t))(x1))| ≤ C|j1|∞
∑
t∈T1−B(x1,R/8)
e−αd(x1,t).
Les techniques de 4.3 montrent que∑
t∈T1−B(x1,R/8)
e−αd(x1,t) ≤ C
∫ ∞
R/8−δ0
e−αr/2dr ≤ Ce− α16/R ≤ C/
√
R,
la constante ne de´pendant que de r0, α, c0, et δ0. Nous obtenons donc
|
∑
t∈T1−B(x1,R/8)
φ(m(j1(t))(x1))| ≤ C|j1|∞/
√
R.
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Pour le troisie`me terme, le meˆme raisonnement donne
|
∑
t∈M2−φ(B(x1,1/8ε))
m(j2(t))(x2)| ≤ C|j2|∞/
√
R,
puisque
M2 − φ(B(x1, R/8)) ⊂M2 − B(x2, R/16).
Le Lemme 6.2 est de´montre´.
7. Se´ries fuchsiennes sur une lamination
Une lamination par varie´te´s complexes d’un espace topologique X
est un atlas L d’home´omorphismes ϕ : U → B × T a` valeurs dans
le produit d’une boule B de Cn par un espace topologique T , appele´
espace transverse, tels que les changements de cartes soient de la forme
(z, t) 7→ (z′(z, t), t′(t)),
ou` z′ de´pend holomorphiquement de z. Les feuilles de L localement
de´finies par B × t sont des varie´te´s complexes et forment une re´union
disjointe de X .
Sur une lamination par varie´te´s complexes L, soit O le pre´faisceau
des fonctions continues f : U → C de´finies sur un ouvert U de X , qui
sont holomorphes le long des feuilles de L. Ce faisceau nous permet
d’e´tendre aux laminations par varie´te´s complexes les notions analy-
tiques classiques dont on dispose sur les varie´te´s complexes. Par exem-
ple un fibre´ en droites holomorphe sur L est un e´le´ment de
H1(X,O∗).
Conside´rons aussi le pre´faisceau C∞(L) des fonctions ϕ : U → R
de´finies sur un ouvert U de X qui sont lisses le long des feuilles, et telles
que les de´rive´es a` tout ordre par rapport aux coordonne´es z soient aussi
continues. Comme les changements de coordonne´es sont holomorphes,
cette notion ne de´pend pas du syste`me de coordonne´es choisies. Comme
dans le cas des varie´te´s, il est possible de construire des partitions de
l’unite´ associe´es a` un recouvrement localement fini par des ouverts deX
avec des fonctions de C∞(L). Ceci permet de construire des me´triques
lisses sur un fibre´ en droites holomorphe au dessus de L.
7.1. Structure produit. En ge´ne´ral, si F est une feuille d’une lam-
ination lisse, il n’est pas possible de de´former un domaine 5 D ⊂ F
dans une feuille voisine. L’obstruction est le fait que la repre´sentation
d’holonomie
Hol : π1(D, ∗)→ Homeo(T, ∗)
5Un domaine est un ouvert connexe relativement compact a` bord lisse.
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n’est pas triviale, ou` T est un espace transverse au point ∗ ∈ D et
Homeo(T, ∗) de´signe le groupe des germes d’home´omorphismes de T
qui fixent ∗.
Lemme 7.1. Soit D ⊂ F un domaine contenu dans une feuille F pour
lequel la repre´sentation d’holonomie Hol est triviale. Alors il existe
un voisinage V de D dans X et un diffe´omorphisme de lamination
φ : D × T → V.
De plus, supposons que {Bi}i∈I soit une famille finie de boules ferme´es
lisses disjointes contenues dans D, et que
φi : Bi × Ti → Vi
soient des cartes feuillete´es avec φi(., ti) = id|Bi. Alors quitte a` restrein-
dre les Ti il existe des identifications naturelles Ti = Tj donne´es par
l’holonomie, et l’on peut choisir le diffe´omorphisme φ : D× T → V en
sorte que
φ|Bi×Ti = φi.
De´monstration. Conside´rons un plongement lisse π : D′ → RN d’un
voisinageD′ deD pour lequel la repre´sentation d’holonomie est triviale.
En utilisant une partition de l’unite´, il est possible de prolonger π en
une application de´finie sur un voisinage V de D dans X . Nous la notons
encore π : V → RN pour simplifier les notations.
Soit D′ un domaine contenu dans F tel que D ⊂ D′ ⊂ D′ ⊂ V .
D’apre`s le The´ore`me du voisinage tubulaire, il existe un voisinage W
de π(D′) et une fibration lisse
B → W p→ D′,
telle que p ◦ π|D′ est l’identite´. Quitte a` restreindre l’ouvert V , nous
pouvons supposer que p ◦ π est une submersion le long des feuilles
contenues dans V . Posons alors U = V ∩ (p ◦ π)−1(D′).
En restriction a` une feuille F ′ de U , l’application p ◦ π : F ′ →
D′ est un reveˆtement dont le groupe est donne´ par la repre´sentation
d’holonomie. Puisque cette dernie`re est triviale, l’application p◦πF est
injective en restriction a` une feuille de U .
D’autre part, la restriction p ◦ π est surjective en restriction a` des
feuilles F ′ de U proches de D′ puisque l’holonomie est de´finie sur
tout domaine compact contenu dans une feuille. La premie`re partie
du Lemme est de´montre´e.
La deuxie`me partie du Lemme re´sulte du fait suivant. Soit M une
varie´te´ a` bord et Bi ⊂ M une famille finie de boules a` bord lisse ne
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rencontrant pas le bord de M . Alors, si φi : Bi → M sont des plonge-
ments lisses assez proches de l’injection naturelle dans la topologie C1,
il existe un diffe´omorphisme φ : M → M assez proche de l’identite´
dans la topologie C1 tel que φ|Bi = φi.
Lemme 7.2. Soit p : E → D × T un fibre´ en droites complexes lisse
et t0 ∈ T . Il existe un voisinage T ′ de t0 dans T et un isomorphisme
de fibre´ en droites lisses
φ : E|D×{t0} × T ′ → E
qui induit l’identite´ sur la base.
De plus, avec les notations du Lemme 7.1, si l’on a des isomor-
phismes de fibre´s en droites lisses
φi : E|Bi×{t0} × T → E|Bi×T ,
induisant l’identite´ sur la base, il est possible de choisir φ en sorte que
φ|Bi×{t0} × T ′ = φi|Bi×T ′.
De´monstration. Il existe un voisinage T” de t0 dans T , un recouvre-
ment {Uj} de D × T” par des ouverts Uj de la forme Bj × T”, pour
lesquels il existe des isomorphismes de fibre´s en droites lisses
φj : E|Bj×{t0} × T”→ E|Bj×T”,
qui induisent l’identite´ sur la base et tels que
φj|E|Bj×{t0}×{t0} = id.
Soit {χj}j une partition de l’unite´ associe´e au recouvrement {Uj}j.
E´tendons χjφj a` un endomorphisme de fibre´ en droites lisses
χ˜jφj : E|D×{t0} × T”→ E|D×T”,
et induisant l’identite´ sur la base. La somme
φ =
∑
j
χ˜jφj
est un endomorphisme de fibre´ en droites lisse qui vaut l’identite´ au
dessus de D × {t0}, et qui est l’identite´ sur la base : il existe donc un
voisinage T ′ de t0 dans T” tel que
φ : E|D×{t0} × T ′ → E,
est un isomorphisme de fibre´ en droite lisse induisant l’identite´ sur la
base.
Pour la deuxie`me partie, on commence par e´tendre les isomorphismes
φi : E|Bi×{t0} × T → E|Bi×T ,
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a` des isomorphismes de fibre´s en droites lisses
φi : E|B′i×{t0} × T → E|B′i×T ,
induisant l’identite´ sur la base, ou` B′i est une boule ferme´e contenant Bi
dans son inte´rieur. On comple`te la famille B′i × T” par des ouverts Uj
comme pre´ce´demment qui ne rencontrent pas Bi × T . Il suffit alors de
prendre une partition de l’unite´ telle que χi est identiquement constante
e´gale a` 1 sur Bi × T . Le lemme est de´montre´.
7.2. Tubes. Un bout de transversale est une partie ferme´e τ de X
pour laquelle il existe une famille de boˆıtes B × T recouvrant X telles
que τ ∩ (B × T ) ⊂ {0} × T . Localement, un bout de transversale se
plonge dans l’espace transverse T . On peut donc de´finir son bord pour
la topologie transverse.
Conside´rons un bout de transversale τ , et la re´union disjointe Xτ
des reveˆtements universels F˜t des feuilles passant par un point t de τ .
Cet ensemble est muni d’une topologie de´finie de la fac¸on suivante : un
ouvert est l’ensemble des classes d’homotopies de lacets qui peuvent
eˆtre repre´sente´es par un chemin contenu dans un ouvert donne´ de X .
L’espace topologique Xτ est appele´ le tube de τ . Il est bien connu que
l’espace Xτ est Hausdorff si et seulement si les feuilles passant par τ
ne supportent pas de cycle e´vanouissant (voir par exemple [4, 17]).
De´finition 7.3. Un cycle e´vanouissant de L est un lacet γ contenu
dans une feuille et non homotope a` un point dans sa feuille, mais qui
est limite de lacets γn contenus dans des feuilles voisines et qui, eux,
sont homotopes a` un point dans leur feuille.
L’exemple typique d’un cycle e´vanouissant est un cylindre bouche´
d’un cote´ par un disque qui accumule a` l’autre extre´mite´ sur un tore.
Lorsque Xτ est Hausdorff, il he´rite de la structure d’une lamination
par varie´te´s complexes, induite par la projection naturelle r : Xτ → X
qui est un home´omorphisme local. La projection Xτ → X est alors un
biholomorphisme local de lamination par varie´te´s complexes.
L’avantage des tubes est le fait que pour tout domaine contenu dans
l’une de leur feuille la repre´sentation d’holonomie est triviale. On peut
donc leur appliquer le Lemme 7.1.
7.3. Construction de se´ries fuchsiennes continues. Soit L une
lamination par varie´te´s complexes d’un espace compact X , E → L un
fibre´ en droites holomorphe muni d’une me´trique hermitienne |.| lisse
dont la courbure en restriction a` chaque feuille est strictement positive.
Notons g la me´trique ka¨hle´rienne lisse le long des feuilles induites par
la courbure de |.|. Ces me´triques sont automatiquement a` ge´ome´trie
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borne´e parce que l’espace total est compact. Plus pre´cise´ment il existe
des re´els r > 0 et c > 0 tels que r(|.||F ) ≥ r et la courbure de Ricci de
gF est borne´e par c pour toute feuille F . Nous supposons que r ≥ r0 et
c ≤ c0, ou` le re´el r0 a e´te´ de´fini au Lemme 3.3 et le re´el c0 au Lemme 4.2.
Ce n’est pas une grande restriction quitte a` conside´rer des puissances
assez grandes de E.
Soit j = {jx}x∈X une famille borne´e de 1-jets de sections holomor-
phes de E, dont le support est un bout de transversale T induisant
sur chaque feuille une partie δ0-se´pare´e. Sur le reveˆtement universel
rF : F˜ → F d’une feuille F de L, la se´rie fuchsienne σ(r∗F jF ) converge
et est invariante par le groupe du reveˆtement. Elle de´finit donc une
section holomorphe de E en restriction a` F . La collection de toutes ses
sections est une section borne´e σ˜(j) : X → E holomorphe sur chaque
feuille. C’est la se´rie fuchsienne associe´e a` la famille j. La raison pour
laquelle on la note diffe´remment est le fait que ces se´ries ne sont pas
de´finies directement sur les feuilles mais sur leur reveˆtement universel.
Lemme 7.4. Supposons que L n’a pas de cycle e´vanouissant et que
la famille j est continue et s’annule sur le bord de T . Alors σ˜(j) est
continue.
De´monstration. Soit x un point de X ou` l’on veut de´montrer la
continuite´ de σ˜(j). Conside´rons un bout de transversale τ passant par
x et le tube Xτ : c’est une lamination par varie´te´s complexes puisque L
n’a pas de cycle e´vanouissant. Enfin, donnons nous une section locale ne
s’annulant pas s : U → r∗E de´finie dans un voisinage de x et e´crivons
σ˜(j) = fs.
Soit R >> 1 et D ⊂ F˜x un domaine contenant la boule B(x,R).
L’image re´ciproque r−1(T ) est un bout de transversale de Xτ qui in-
tersecte D sur une partie δ0-se´pare´e. Pour tout t ∈ r−1(T ) ∩D, soient
φt : B × Tt → Vt des cartes locales holomorphes, ou` B est la boule
unite´ de Cn, Tt est un espace transverse contenant t, et Vt un voisi-
nage de t. Soient aussi st : Vt → r∗E des sections locales holomorphes
trivialisantes. On peut supposer que l’image φt(B× t) contient la boule
B(t, 1).
Appliquons les Lemmes 6.2, 7.1 et 7.2 : nous en de´duisons qu’il existe
un voisinage x ∈ V ⊂ U de x et une structure de boˆıte lisse V = B×T
(provenant de la structure produit D × T d’un voisinage de D), avec
x = (0, t0) telle que
lim inf
t→t0
|f(., t)− f(.t0)| ≤ C |j|∞√
R
.
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Les ine´galite´s de Garding montrent que f est uniforme´ment continue
le long des feuilles ; cela prouve que f est continue, et a` fortiori σ˜(j).
Remarque 7.5. Lorsque la lamination est transversalement lipshitzi-
enne, que le fibre´ en droites E est lipshitzien, et que j est lipschitzi-
enne, le module de continuite´ des se´ries fuchsiennes σ˜(j) n’est a` priori
majore´ que par
δ(σ(j))(ε) ≤ C
√
1
log 1/ǫ
.
Nous n’obtenons donc que tre`s peu de re´gularite´ transverse avec cette
me´thode.
8. Immersion de laminations par varie´te´s complexes
8.1. De´monstration du The´ore`me 2.5. Soit L une lamination par
varie´te´s complexes d’un espace compactX qui n’a pas de cycle e´vanouis-
sant, et E → L un fibre´ en droites holomorphe muni d’une me´trique a`
courbure strictement positive le long des feuilles. Il s’agit de montrer
que L est projective.
Nous construisons des applications
π : X → CPN
qui immergent holomorphiquement les feuilles de L, et qui se´parent
deux points distincts donne´s x1 et x2 de X . Les applications π sont de
la forme [σ0, . . . , σN ], ou` les σl sont des sections d’une puissance assez
grande E⊗k de E donne´es par le lemme suivant.
Lemme 8.1. Soit T ⊂ X un bout de transversale. Lorsque k ≥ k1(T )
est assez grand, alors toute famille j continue de 1-jets de sections
holomorphes de E⊗k de´finie le long de T se prolonge en une section
holomorphe continue σ : X → E⊗k telle que
|σ|∞ ≤ C|j|∞,T ,
ou` C est une constante universelle.
De´monstration. Quitte a` conside´rer des puissances assez grandes de
E, nous pouvons supposer que les rayons des feuilles sont supe´rieur
a` r0, que la courbure de Ricci de la me´trique ka¨hle´rienne induite par
la courbure de la me´trique |.|⊗k est majore´e par c0, et que le bout
de transversale T intersecte les feuilles sur des parties 2δ0-se´pare´es.
Conside´rons alors un bout de transversale T ′ qui contient T dans son
inte´rieur, et tel que toute feuille l’intersecte sur une partie δ0-se´pare´e.
Commenc¸ons par e´tendre la famille de jets j a` une famille continues
j′ de 1-jets de´finie sur T ′ telle que : d’une part j′ s’annule sur le bord
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de T ′, et d’autre part |j′|∞,T ′ ≤ |j|∞,T . D’apre`s le Lemme 4.2, nous
avons
|J1σ˜(j′)− j|∞,T ≤ D(δ0)|j|∞,T ,
et d’apre`s 7.4, σ˜(j) est une section continue holomorphe le long des
feuilles. Ceci est donc le de´but d’un proce´de´ d’approximations succes-
sives qui nous donnent le re´sultat.
Achevons la de´monstration du The´ore`me 2.5. Soient x1 et x2 deux
points distincts de X . D’apre`s la Proposition 8.1, lorsque k est assez
grand, il existe une section holomorphe σ de E⊗k telle que σ(x1) = 0 et
σ(x2) 6= 0. Par ailleurs, lorsque k est assez grand, en tout point y de X
il existe des sections holomorphes σy0 , . . . , σ
y
n telles que |σy0(y)| = 1 et
f = (σy1/σ
y
0 , . . . , σ
y
n/σ
y
0) = z +O(|z|2), ou` z est une coordonne´e centre´e
en y. Il existe donc un voisinage autour de y ou` σy0 ne s’annule pas
et df est injective. Un nombre fini de ses voisinages recouvrent X par
compacite´. L’application
[σ : σy10 : . . . : σ
y1
n : . . . : σ
yr
0 : . . . : σ
yr
n ]
est une immersion holomorphe et se´pare les points x1 et x2.
Remarque 8.2. En fait nous de´montrons que si k >> 1, alors l’espace
des sections holomorphes et continues de E⊗k est de dimension infinie,
sauf si L est une varie´te´ compacte. La situation diffe`re donc fortement
de celle des varie´te´s compactes.
8.2. Exemple : les laminations hyperboliques. Une lamination
par surfaces de Riemann est dite hyperbolique si toutes ses feuilles sont
reveˆtues par le disque unite´. E´. Ghys a construit des fonctions me´-
romorphes sur une lamination par surfaces hyperboliques [10], sous
l’hypothe`se qu’il existe une transversale totale.6 Ici, nous retrouvons
ce re´sultat sans supposer l’existence d’une transversale totale. Nous
verrons qu’en fait, toute lamination par surfaces de Riemann hyper-
boliques d’un espace compact admet une multi-transversale totale (voir
Exemple 9.2).
Corollaire 8.3. Une lamination par surfaces de Riemann hyperboliques
d’un espace compact est projective.
De´monstration. Soit g la me´trique comple`te de courbure −1 sur le
fibre´ tangent de chaque feuille. D’apre`s le The´ore`me d’A. Candel [5]
et d’A. Verjovsky [29], g est lisse sur l’espace total de la lamination.
Ainsi, le fibre´ cotangent est muni d’une me´trique lisse de courbure
6Une transversale totale est un bout de transversale dont le bord est vide.
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strictement positive. Le Corollaire re´sulte donc du The´ore`me 2.5 et du
re´sultat suivant.
Lemme 8.4. Une lamination par surfaces hyperboliques d’un espace
compact n’a pas de cycle e´vanouissant.
De´monstration. Soit L une lamination par surfaces hyperboliques
d’un espace compact X , et supposons que L ait un cycle e´vanouissant.
Il existe donc un lacet γ∞ : S1 → X contenu dans une feuille L et
non homotope a` un point dans L, qui est limite uniforme de lacets
γn : S
1 → X contenus dans des feuilles voisines Ln dans lesquelles ils
sont homotopes a` un point.
Nous pouvons supposer que γ∞ est une ge´ode´sique ferme´e. D’autre
part, en approximant par des applications lisses l’application γ : S1 ×
N∪ {∞} → X dans la topologie C0, nous pouvons aussi supposer que
les courbes γn sont de classe C
3 et que la convergence γn → γ a lieu
dans la topologie C3. Nous en de´duisons que la longueur des courbes γn
tend vers la longueur de γ∞, et que leur courbure tend uniforme´ment
vers 0.
Le reveˆtement universel des feuilles Ln est le disque hyperbolique D.
Comme les γn sont homotopes a` un point dans Ln, elles se rele`vent en
des courbes γ˜n : S
1 → D, qui ont meˆme longueur et meˆme courbure
que les courbes γn. Comme le disque hyperbolique est homoge`ne, nous
pouvons supposer que ces courbes passent par un point donne´ p de D.
Extrayons une sous-suite de γ˜n qui converge dans la topologie C
2 vers
une courbe γ˜∞ : S1 → D, ce qui est possible car la famille de courbes
γ˜n est borne´e dans la topologie C
3. Le lacet γ˜∞ a la meˆme longueur
que γ∞, et sa courbure est nulle. C’est donc une contradiction, car il
n’y a pas de ge´ode´sique ferme´e dans le disque hyperbolique.
8.3. Conjecture. Soit L une lamination par varie´te´s complexes d’un
espace compact X dont la dimension topologique 7 est finie. Supposons
qu’il existe un fibre´ en droites holomorphe positif E → L, et que L n’ait
pas de cycle e´vanouissant. Alors il existe un plongement holomorphe
π : X → CPN .
T. Ohsawa et N. Sibony [18] de´montrent cette conjecture dans le cas
des feuilletages lisses par varie´te´s complexes de codimension 1 d’une
varie´te´ compacte. Il semble qu’elle soit lie´e a` des questions de re´gularite´
transverse des sections holomorphes des puissances de E. Par exemple,
en vertu du Lemme suivant, nous saurions re´pondre a` la conjecture si
7Rappelons que la dimension topologique d’un espace compact est finie si et
seulement si il se plonge continument dans un espace euclidien.
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l’on savait construire des sections holomorphes lipshitziennes passant
par une famille de jets donne´e sur un bout de transversale.
Lemme 8.5. Soit T ⊂ Cr un compact et B la boule unite´ de Cn. Soit
f : B × T → Cn+r une application lipshitzienne holomorphe en z ∈ B,
et telle que
f(z, t) = (z, t) +O(|z|2).
Alors f plonge un voisinage de 0× T .
De´monstration. Conside´rons les coordonne´es
(Z1, . . . , Zn) = (f1(z, t), . . . , fn(z, t)).
L’application (z, t) 7→ (Z, t) est un biholomorphisme d’un voisinage de
0 × T dans un ouvert de la forme B(r) × T . Dans ces coordonne´es
l’application f s’exprime par
f(Z, t) = (Z, t+ g(Z, t)),
ou` g : B(r)× T → Cr est une application holomorphe et lipshitzienne
telle que g(0, t) = 0 et dg(0,t) = 0. Montrons que f est injective au
voisinage de 0×T . Le Lemme de Schwarz applique´ aux fonctions g(t, .)−
g(t′, .) (dont la norme est majore´e par C|t − t′|) donne des ine´galite´s
du type
|g(Z, t)− g(Z, t′)| ≤ C|t− t′||Z|2.
Supposons donc que l’on ait deux points distincts (Z, t) et (Z ′, t′) de
B(r) × T tels que f(Z, t) = f(Z ′, t′). On a bien entendu Z = Z ′,
d’ou` l’on de´duit l’e´quation t − t′ = g(Z, t′) − g(Z, t), et les ine´galite´s
|t− t′| ≤ |g(Z, t)− g(Z, t′)| ≤ C|t− t′||Z|2. Ceci oblige |Z| ≥
√
1/C et
f plonge B(
√
1/C)× T dans Cn+r.
Voici quelques exemples ou` la me´thode des se´ries fuchsiennes me`nent
a` des sections lipschitziennes :
– Soit M une varie´te´ projective et ρ : π1(M) → T une action du
groupe fondamental de M sur un espace me´trique compact T par
transformations bilipschitziennes. La suspension de ρ est le quo-
tient de la lamination triviale M˜ × T par l’action diagonale du
groupe fondamental de M , ou` M˜ est le reveˆtement universel de
M . C’est une fibration au dessus de M , qui est un reveˆtement
holomorphe le long des feuilles. Soit E → M un fibre´ en droites
holomorphe de courbure strictement positive, et F → M ⋉ρ T le
tire´ en arrie`re de E. Il est aise´ de ve´rifier que les se´ries fuchsi-
ennes construites sur les puissances de F sont lipschitziennes. Les
suspensions se plongent donc holomorphiquement dans un espace
projectif complexe, si l’espace T est de dimension topologique finie.
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– Soit U un domaine syme´trique borne´ de Cn, G son groupe de bi-
holomorphismes, et K le stabilisateur d’un point de U . Le groupe
G est un groupe alge´brique re´el qui peut eˆtre de´fini sur Q. Con-
side´rons un re´seau cocompact Γ ⊂ G(R) × G(Qp), qui existe
d’apre`s les travaux d’A. Borel pour certaines valeurs d’entiers pre-
miers p. Observons que Γ agit par multiplication a` gauche sur la
lamination triviale U × G(Qp) = G/K × G(Qp) par biholomor-
phismes. Si l’on suppose que Γ agit sans points fixes, alors l’espace
quotient est compact et muni d’une structure L de lamination par
varie´te´s complexes, dont l’espace transverse est totalement discon-
tinu. Le fibre´ canonique K de L est muni d’une me´trique de cour-
bure strictement positive. Les se´ries fuchsiennes construites sur
les puissances du fibre´ canonique me`nent a` des sections lipschitzi-
ennes. Ces exemples de laminations “arithme´tiques” se plongent
donc holomorphiquement dans un espace projectif complexe. Nous
ne savons pas si ce sont des ensembles limites de feuilletages holo-
morphes sur des varie´te´s projectives.
– Sur une lamination par surfaces hyperboliques dont la me´trique
hyperbolique est lipschitzienne, les se´ries fuchsiennes construites a`
partir des puissances du fibre´ canonique sont lipschitziennes. Ces
laminations se plongent donc holomorphiquement dans un espace
projectif complexe. Des exemples de telles laminations apparais-
sent avec les laminations associe´es a` des pavages de l’espace hy-
perbolique (voir [10]). A` nouveau, nous ne savons pas si ces lam-
inations sont des minimaux de feuilletages holomorphes sur des
varie´te´s projectives.
8.4. Plongement symplectique. L’espace projectif complexe CPN
est muni de la (1, 1)-forme de Fubini-Study qui est de´finie dans les
coordonne´es homoge`nes [x0 : . . . : xN ] par
ωFS =
√−1
2π
∂∂ log(|x0|2 + . . .+ |xN |2).
C’est une forme symplectique compatible avec la structure complexe
standard.
Dans ce paragraphe nous de´montrons le The´ore`me 2.6. Soit L une
lamination par varie´te´s complexes d’un espace compact X , sans cycle
e´vanouissant, de dimension topologique finie et E → L un fibre´ en
droites positif. Il s’agit de construire un plongement lisse π : X → CPN
qui immerge symplectiquement chaque feuille.
Dans un premier temps, nous construisons pour tout point x de X
une application lisse π : X → CPN immergeant symplectiquement
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chaque feuille et plongeant un voisinage de x. Soit B × T ′ une boˆıte
locale en x pour laquelle x = (0, t0) et T ⊂ T ′ est un voisinage compact
de t0 dans T . Comme la dimension topologique de T est finie, il existe
un plongement topologique p : T → Cr, pour r assez grand. Si k
est assez grand, il existe des sections holomorphes σ0, . . . , σr+n de E
k,
borne´es par une constante C ne de´pendant que de T telles que
– |σ0| = 1,
– (σ1(z, t)/σ0(z, t), . . . , σr+n(0, z)/σ0(0, z)) = (p(t), z) +O(|z|2).
On comple`te cette famille par des sections holomorphes σn+r+1, . . . , σN
de Ek borne´es par C et telles que π = [σ0 : . . . : σN ] induise une applica-
tion continue de X dans CPN immergeant holomorphiquement chaque
feuille (voir 8.1). Nous allons de´former π dans la topologie C1 en une
application qui plonge un voisinage de x. Comme π est symplectique,
nous aurons encore une application symplectique.
Soit ψ : B → R une fonction lisse, positive, valant 1 sur B(1/3) et
nulle a` l’exte´rieur de B(2/3). Pour 0 < ǫ < 1 posons ψǫ(x) = ψ(x/ǫ)
pour x ∈ B. Le support de ψǫ est contenu dans B(ǫ/3). Pour ǫ = 0 on
pose ψ0 = 0. Soit ǫ : T → R une fonction positive qui s’annule sur le
bord de T et qui est strictement positive et t0. Ecrivons p = (p1, . . . , pr).
Soit σ′0 = σ0. Si 1 ≤ i ≤ r, posons
σ′i(z, t) = ψǫ(t)(z)σ0(z, t)pi(t) + (1− ψǫ(t)(z))σi(z, t).
Si 1 ≤ i ≤ n, posons
σr+i(z, t) = ψǫ(t)(z)σ0(z, t)zi + (1− ψǫ(t)(z))σr+i(z, t).
Si r + n ≤ i ≤ N , nous posons σ′i = σi.
Soit r > 0 un re´el tel que |σ0| ≥ 1/2 sur B(r). Lorsque |ǫ|∞ < r,
les sections σ′i se prolongent en des sections lisses de E
k par σ′i = σi
a` l’exte´rieur de B × T . L’application [σ′0 : . . . : σ′N ] induit alors une
application lisse de X dans CPN , en plongeant un voisinage de x.
Comparons les fonctions
f ′ = (σ′1/σ
′
0, . . . , σ
′
N/σ
′
0) et f = (σ1/σ0, . . . , σN/σ0)
dans la topologie C1. Elles sont de´finies sur B(r) et a` valeurs dans CN .
Nous avons
f ′(z, t)− f(z, t) = ψǫ(t)(z)(g1(z, t), . . . , gN(z, t)),
avec gi(z, t) = fi(z, t) − f1(z, t) si 1 ≤ 1 ≤ r, gi(z, t) = fi(z, t) − zi−r
si r + 1 ≤ i ≤ r + n et gi(z, t) = 0 sinon. Les fonctions gi sont des
fonctions holomorphes de´finies sur B(r), borne´es par une constante C
et qui s’annule en 0 ainsi que leur diffe´rentielle. Nous avons donc des
majorations |g(z, t)| ≤ C|z|2 et |dg(z,t)| ≤ C|z|, d’apre`s le Lemme de
Schwarz. Puisque le support de ψǫ est contenu dans la boule B(ǫ/3)
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nous avons |f − f ′|∞ ≤ C|ǫ|2∞. D’autre part, en un point t tel que
ǫ(t) > 0 nous avons
df ′ − df = dψǫ(t)g + ψǫ(t)dg.
Or |dψǫ| ≤ C/ǫ, et donc puisque a` nouveau le support de ψǫ est contenu
dans B(ǫ/3)
|df ′ − df | ≤ C|ǫ|∞.
Ceci ache`ve la de´monstration de la premie`re e´tape.
Le plongement de Plu¨cker est un plongement holomorphe et symplec-
tique de CPN1 ×CPN2 dans CPN3, avec N3 = (N1 + 1)(N2 + 1) − 1.
Il est de´fini par la formule P : ([xi], [yj]) 7→ [xiyj]. Supposons que l’on
ait deux applications symplectiques πi : X → CPNi. Il est imme´diat
de voir que l’application P ◦ (π1, π2) est encore symplectique. En util-
isant les applications de la premie`re e´tape, et en faisant des produits
compose´s par des plongements de Plu¨cker, on de´montre qu’il existe une
immersion lisse π : X → CPN symplectique le long des feuilles.
Pour construire un plongement, remarquons que l’ensemble
F = {(x, y) ∈ X ×X, π(x) = π(y) et x 6= y}
est compact car π est une immersion. Le The´ore`me 2.5 nous dit que
les applications holomorphes a` valeurs dansCPN immergeant holomor-
phiquement chaque feuilles se´parent les points de X . Si un couple (x, y)
appartient a` F , il existe une application holomorphe immergeant holo-
morphiquement chaque feuille π′ : X → CPN ′ telle que π′(x) 6= π′(y).
On a π′(x′) 6= π′(y′) dans un voisinage de (x, y). En prenant un nom-
bre fini π′1, . . . , π
′
s, on construit alors une application P ◦ (π1, . . . , πs)
plongeant symplectiquement X dans un projectif complexe.
Soit (X,L, ω) une lamination compacte symplectique, c’est a` dire que
les feuilles de L sont de dimension paire et que ω est une forme lisse qui
est symplectique le long des feuilles. Supposons qu’il existe un fibre´ en
cercles au dessus de L qui ait une connexion dont la courbure est−iω, et
queX soit de dimension topologique finie. Alors nous conjecturons qu’il
existe un plongement symplectique π : X → CPN . Le The´ore`me 2.6
de´montre cette conjecture dans le cas d’une lamination par surfaces. A.
Ibort et D. Martˆınez Torres l’ont de´montre´ dans le cas d’un feuilletage
de codimension 1 [14].
9. Le cas de la dimension 1
Nous avons vu qu’une surface riemannienne a` ge´ome´trie borne´e est
projective (The´ore`me 2.3). Cependant, il y a des exemples de lamina-
tions par surfaces de Riemann d’un espace compact qui ne le sont pas.
40 BERTRAND DEROIN
Dans cette partie, nous donnons deux conditions ne´cessaires et suff-
isantes pour qu’une lamination par surfaces de Riemann d’un espace
compact (qui n’a pas de cycle e´vanouissant) soit projective. Ces condi-
tions portent sur la topologie du feuilletage, et ne tiennent pas compte
de la structure conforme le long des feuilles.
9.1. Diviseurs. Soit L une lamination par surfaces de Riemann d’un
espace compact X .
De´finition 9.1. Un diviseur est une partie ferme´e D de X , avec une
fonction m : D → N∗ telle que au voisinage V de tout point de D il
existe une fonction holomorphe f : V → C ne s’annulant identiquement
sur aucune feuille et ayant la proprie´te´ que D ∩ V = f−1(0) et que la
multiplicite´ d’annulation mt(f) de f en tout point t de D est e´gale a`
m(t).
Exemple 9.2. L’intersection d’une lamination par surfaces de Riemann
projective avec un hyperplan complexe est un diviseur, si la lamination
n’a aucune feuille contenue dans l’hyperplan. Par conse´quent, sur une
lamination par surfaces de Riemann projective, il existe des diviseurs
passant par tout point.
Un exemple de lamination par surfaces qui admet une feuille n’inter-
sectant pas de diviseur est la composante de Reeb. C’est le quotient du
feuilletage horizontal de C× [0,∞)− {0} par l’homothe´tie de rapport
2. Le lecteur pourra s’assurer qu’il n’y a pas de diviseur passant par la
feuille compacte quotient de C× {0} − {0}.
Comme dans le cas d’une surface de Riemann compacte, a` un diviseur
D est associe´ un fibre´ en droites holomorphe ED → L. Nous rappelons
cette construction ci-apre`s.
Soit {Ui} un recouvrement de X par des boˆıtes sur lesquelles sont
donne´s des e´quations fi = 0 de´finissant D et m, ou` les fi : Ui → C
sont des fonctions holomorphes. Nous supposerons dans toute la suite
que les fonctions fi ne s’annulent pas sur le bord des plaques de Ui. Les
quotients fj/fi de´finissent des fonctions holomorphes non nulles gi,j sur
chaque plaque de l’intersection Ui ∩ Uj . La formule de Cauchy
gi,j(z) =
1
2π
√−1
∫
∂D
gi,j(ζ)
z − ζ dζ
montre que les gi,j sont en fait continues meˆme aux points ou` fi s’an-
nule. Bien entendu, nous avons les relations de cocycle
gi,jgj,k = gi,k,
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qui nous permettent de construire un fibre´ en droites holomorphe E →
L : sur chaque Ui, il y a une section holomorphe si : Ui → E ne
s’annulant pas et entre deux de ces sections il y a la relation
si = gi,jsj .
Remarquons que l’on a alors fisi = fjsj , si bien qu’il y a une section
globale s de E de´finie sur Ui par fisi. Elle s’annule donc exactement
sur D avec la multiplicite´ m le long des feuilles.
Proposition 9.3. Soit L une lamination par surfaces de Riemann
d’un espace compact X et D un diviseur. Alors le fibre´ en droites ED
est muni d’une me´trique hermitienne dont la courbure est positive et
non nulle sur D.
De´monstration. Nous devons construire la norme |s| de la section s.
En fait nous construisons plutoˆt la fonction ϕ = log |s|. Ce doit eˆtre
une fonction lisse en dehors de D, et elle doit pre´senter des singularite´s
logarithmiques le long de D : dans chaque boˆıte Ui les fonctions
ϕ− log |fi|
sont lisses. Comme on veut que la courbure soit positive, il faut de plus
que le laplacien de ϕ soit ne´gatif, et strictement dans un voisinage de
D.
Soit {Ui} un recouvrement fini de X par des boˆıtes D× Ti ou` il y a
des fonctions holomorphes fi : Ui → C dont le lieu des 0 est D et dont
les multiplicite´s le long des feuilles est m. Nous supposerons que les fi
sont borne´es et que |fi| ≥ α a` l’exte´rieur de D1/2 × Ti, ou` α est une
constante strictement positive.
Sur chaque boˆıte Ui, conside´rons les fonctions
χ = inf(C,− log |fi|),
ou` C est une constante re´elle que l’on choisira assez grande. Ce sont
des fonctions surharmoniques, et sont harmoniques sur l’ouvert VC =
{− log |fi| < C}. Lorsque C tend vers +∞, la famille VC est une base
de voisinage de D. Prenons un noyau re´gularisant K et de´finissons
ψi(x) =
∫
D
K(x− y)χ(y)dydy.
On demande que K : D → R soit une fonction lisse positive, stricte-
ment positive sur D1/3 et nulle a` l’exte´rieur, et que son inte´grale soit
1. Les fonctions ψi sont alors lisses, de´finie sur D2/3 et on a
△ψi(x) =
∫
D
K(x− y)△χdydy(y),
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ou` il faut voir µ = △χdydy comme une mesure ne´gative sur D. Ainsi
les ψi sont surharmoniques et on a
△ψi < 0
aux points distants du support de µ de moins de 1/3. Pour C assez
grand,△ψi est donc strictement ne´gative sur D. Par ailleurs, siK(x−y)
ne de´pend que de la distance entre x et y, nous avons
ψi = χ = − log |fi|
aux points situe´s a` une distance supe´rieure a` 1/3 de VC , par harmonicite´
de χ en dehors de VC . Remarquons que pour C > − logα, l’ouvert VC
est inclu dans D1/2. Dans ce cas les fonctions ψi se prolonge a` tout Ui
en des fonctions lisses valant − log |fi| a` l’exte´rieur de D1/2+1/3.
Soit Di l’intersection de D et de Ui. Conside´rons une partition de
l’unite´ {ρi} associe´e au recouvrement {Di} de D. Les fonctions
ϕi = ρi(ψi + log |fi|)
sont des fonctions lisses sur X − D surharmonique le long des feuilles
et pre´sentent un poˆle
ρi log |fi|
le long de D. On pose ϕ =∑i ϕi : dans une boˆıte Uj nous avons
ϕ = log |fj|+
∑
i
ρi(ψi + log |gi,j|).
Ceci de´montre que ϕ a le poˆle log |fi| le long de D. De plus on a
△ϕ =
∑
i
ρi△ψi,
ce qui prouve la surharmonicite´ de ϕ, stricte sur D. La Proposition est
de´montre´e.
Lemme 9.4. Une lamination compacte par surfaces de Riemann sans
cycle e´vanouissant posse`de un fibre´ en droites strictement positif partout
si et seulement si il existe un diviseur coupant toutes les feuilles.
De´monstration. Nous avons montre´ que si il y a un fibre´ en droites
strictement positif au dessus d’une lamination par surfaces de Riemann
compacte (X,L) n’ayant pas de cycle e´vanouissant, alors il existe une
application holomorphe X → CP 1 identiquement constante sur au-
cune feuille (voir The´ore`me 8.1). Les fibres de cette application sont
des diviseurs. La re´union d’un nombre fini d’entre eux coupe toute les
feuilles. Mais c’est encore un diviseur.
Re´ciproquement, supposons qu’il existe un diviseur D coupant toutes
les feuilles. En le de´plac¸ant le long du feuilletage, nous obtenons un
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diviseur passant par un point donne´ x. En vertu du Lemme pre´ce´dent,
il existe un fibre´ en droites holomorphe hermitien dont la courbure est
positive partout et strictement positive en x. Elle est donc strictement
positive sur un voisinage Vx de x. Un nombre fini de ces voisinage
recouvrent X : le produit des fibre´s en droites correspondant est un
fibre´ en droites holomorphe hermitien dont la courbure est partout
strictement positive. Le Lemme est de´montre´.
Le The´ore`me 2.7 re´sulte du The´ore`me 2.5 et du Lemme 9.4.
9.2. Cycles feuillete´s. Un cycle feuillete´ est l’analogue feuillete´ de
la classe fondamentale d’une varie´te´ compacte. C’est une notion duˆe a`
S. Schwartzman [22] dans le cas des feuilletages de dimension re´elle 1.
Elle a e´te´ e´tendue par D. Ruelle et D. Sullivan [20] au cas des feuil-
letages de dimension supe´rieure, et par D. Sullivan [26] a` d’autres sit-
uations dynamiques.
De´finition 9.5. Soit L une lamination compacte lisse oriente´e de di-
mension n d’un espace compact X . Un cycle feuillete´ est un ope´rateur
T : Ωn(L)→ R strictement positif sur les formes strictement positives
et nul sur les formes exactes.
Un cycle feuillete´ posse`de une classe d’homologie de´finie de la manie`re
suivante. Observons d’abord que si π : X → M est une application
lisse a` valeurs dans une varie´te´ M lisse et a` bord, le courant π∗T
est un courant ferme´ de dimension n sur M et sa classe d’homologie
T (M,π) := [π∗T ] ∈ Hn(M,R) est bien de´finie.
Proposition 9.6. Pour tout cycle feuillete´ T , il existe une unique
classe d’homologie [T ] dans le n-ie`me groupe d’homologie de Cech telle
que T (M,π) = π∗[T ] pour toute fonction lisse π : X → M a` valeurs
dans une varie´te´ lisse.
De´monstration. Bien entendu, si f : M → N est une application
lisse, nous avons la relation
f∗T (M,π) = T (N, f ◦ π).
La classe d’homologie d’un cycle feuillete´ est donc un e´le´ment de la
limite projective Hˆn(L,R) des groupes Hn(M,R) lorsque (M,π) de´crit
l’ensemble des applications lisses π : X →M a` valeurs dans une varie´te´
ferme´e lisse M a` bord. C’est le sous-ensemble de∏
(M,π)
Hn(M,R)
forme´ des e´le´ments (x(M,π))(M,π) tels que f∗x(M,π) = x(N, f ◦ π)
pour toute application lisse f : M → N . Il est facile de s’apercevoir
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que le groupe Hˆn(L,R) est naturellement isomorphe au n-ie`me groupe
d’homologie de Cech HCechn (X,R) de X ; ceci utilise les proprie´te´s de
continuite´ de la cohomologie de Cech (voir [23]), et le fait que l’on peut
approcher dans la topologie C0 une application continue π : X → M
par des applications lisses. La proposition est de´montre´e.
De´finition 9.7. Une lamination d’un espace compact est dite tendue
si aucun cycle feuillete´ n’est homologue a` 0.
Exemple 9.8 (Ghys). Une lamination par surfaces de Riemann projec-
tive est tendue. En effet, soit ω la forme de Fubini-Study sur CPN .
C’est une forme ferme´e qui est strictement positive sur chaque droite
complexe du fibre´ tangent de CPN . La forme π∗ω est alors strictement
positive sur L. Nous avons donc T (π∗ω) > 0 pour tout cycle feuillete´
T . Mais T (π∗ω) = π∗T (ω), ce qui montre que π∗T est non homologue
a` 0 puisque ω est ferme´e. Ainsi aucun cycle feuillete´ T de L n’est ho-
mologue a` 0.
Pour de´montrer le The´ore`me 2.9, nous construisons un fibre´ en droites
holomorphe positif sur toute lamination par surfaces de Riemann ten-
due d’un espace compact. Il suffit alors d’appliquer le The´ore`me 2.5.
Nous commenc¸ons par construire des fibre´s en droites complexes hermi-
tiens au dessus de varie´te´s lisses, ayant une connexion compatible avec
la me´trique et dont la courbure est une 2-forme ferme´e entie`re donne´e.
Ceci est bien connu dans le cas des varie´te´s, mais nous le rappelons
pour pouvoir l’adapter au cas d’une lamination par surfaces.
9.2.1. Fibre´s en cercles. Soit M une varie´te´ lisse, compacte et a` bord.
Un fibre´ en cercles lisse au dessus de M est une fibration lisse S1 →
F → M de groupe structural S1. Soit U = {Ui} un recouvrement de
M par des ouverts sur lesquels sont de´finies des sections locales
si : Ui → F.
Nous pouvons rede´couvrir la fibration F → M par le cocycle de fonc-
tions fi,j : Ui ∩ Uj → S1 de´fini par les relations
si = fi,jsj
sur l’intersection Ui ∩ Uj.
Une connexion lisse sur F est une manie`re d’identifier des fibres
infinite´simalement proches de F . C’est la donne´e d’un ope´rateur ∇ qui
a` une section locale lisse s associe un objet de la forme
A.s,
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ou` A est une 1-forme a` valeurs imaginaires pures, et ve´rifiant des rela-
tions du type
∇(fs) = df.s+ f∇s,
pour toute fonction lisse f et toute section lisse s. Posons
∇si = Aisi.
Nous avons
∇si = dfi,jsj + fi,jAjsj = (d log fi,j + Aj)si,
d’ou` la relation
Ai = d log fi,j + Aj .
La courbure de la connexion ∇ est une 2-forme ferme´e a` valeurs imag-
inaires pures de´finie par la formule
Ω = dAi.
Lorsque Ω est la forme de courbure d’une connexion d’un fibre´ en cer-
cles, on de´montre facilement que la classe de cohomologie
√−1
2π
[Ω] est
entie`re, c’est a` dire qu’on obtient un entier en inte´grant
√−1
2π
Ω sur une
surface compacte immerge´e dans M . Voici la re´ciproque de ce re´sultat.
Lemme 9.9. Soit Ω une 2-forme lisse a` valeurs imaginaires pures sur
M telle que
√−1
2π
[Ω] soient entie`re. Alors il existe un fibre´ en cercles
lisse S1 → F → M avec une connexion ∇ dont la courbure est la
forme Ω.
De´monstration. Il existe un recouvrement U = {Ui} de M par des
ouverts Ui ou` la forme Ω est exacte, c’est a` dire que
Ω = dAi
pour une certaine 1-forme Ai a` valeurs imaginaires pures de´finie sur Ui.
Dans ce cas les 1-formes Ai−Aj sont ferme´es sur l’intersection Ui∩Uj ,
et quitte a` re´duire les Ui, on peut les supposer exactes. C’est donc qu’il
existe des fonctions a` valeurs imaginaires pures qui sur l’intersection
Ui ∩ Uj ve´rifient
dϕi,j = Ai −Aj .
Sur l’intersection Ui ∩ Uj ∩ Uk de trois des ouverts du recouvrement,
que nous pouvons supposer connexe, les fonctions
(9.1) ϕi,j + ϕj,k + ϕk,i
sont constantes. On de´finit ainsi un cocyle de H2(M,R) qui repre´sente
la classe de cohomologie de Ω. Comme
√−1
2π
[Ω] est entie`re, c’est que,
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quitte a` ajouter aux ϕi,j des constantes, les valeurs des fonctions (9.1)
sont des multiples entiers de 2π
√−1. Posons alors
fi,j = e
ϕi,j .
Ce sont des fonctions a` valeurs dans le cercle et nous avons la relation
de cocycle
fi,jfj,kfk,i = 1.
Ceci nous permet de construire un fibre´ en cercle F → M localement
trivial sur les Ui avec des sections trivialisantes si ve´rifiant
si = fi,jsj.
De´finissons alors une connexion ∇ par les formules
dsi = Aisi.
Sa courbure est la forme Ω. Le Lemme est de´montre´.
9.2.2. Fibre´ en droites holomorphes. A partir d’un fibre´ en cercles lisse
S1 → F → M , nous construisons naturellement un fibre´ en droites
complexes lisse C → E → M , avec une me´trique hermitienne |.| lisse
dont les sphe`res unite´s de´crivent les fibres du fibre´ en cercles de de´part.
Les sections de E s’e´crivent localement
fisi,
ou` fi : Ui → C est une fonction a` valeurs complexes. Si le fibre´ en cercles
F a une connexion ∇, elle s’e´tend naturellement a` une connexion sur
E par la formule
∇(fs) = dfs+ f∇s,
pour toute fonction lisse f et toute section lisse s de F . La me´trique
hermitienne |.| est alors invariante par la connexion.
Supposons que L soit une lamination par surfaces de Riemann d’un
espace compact X , et que l’on ait une application lisse
π : X →M
immergeant chaque feuille de L dans M . Le fibre´ E →M se rappatrie
en un fibre´ par droites complexes. Ce fibre´ est lisse et on le note encore
E. Nous montrons au Lemme 9.10 qu’il y a une unique fac¸on de le
munir d’une structure de fibre´ en droites holomorphe compatible avec
la connexion ∇.
Une section locale s : U ⊂ X → E est holomorphe pour une struc-
ture compatible avec la connexion ∇ si∇s est une (1, 0)-forme a` valeurs
dans E le long de L. Supposons que s1 et s2 soient deux sections holo-
morphes, avec s2 non nulle, et e´crivons
s1 = fs2,
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pour une fonction f a` valeurs dans C. Nous avons alors
∇s1 = dfs2 + f∇s2.
Comme les ∇si, pour i = 1, 2 sont des (1, 0)-formes, df l’est aussi.
C’est donc que f est holomorphe le long des feuilles. Ainsi, modulo
l’existence locale de sections holomorphes, on de´finit sur E → L une
structure de fibre´ en droites holomorphe, et c’est de surcroit la seule
qui soit compatible avec ∇.
Lemme 9.10. En tout point de X il existe une section lisse holomorphe
ne s’annulant pas.
De´monstration. Prenons une section locale s : U ⊂ X → F de F ,
c’est a` dire une section de E de norme 1. Nous cherchons une fonction
f : U → C∗ telle que ∇(fs) soit une (0, 1)-forme. E´crivons
∇s = As,
pour une 1-forme lisse A de´finie sur U . On demande donc que la forme
d log f + A
soit de type (1, 0). Conside´rons la partie (0, 1) de la forme A, que l’on
note Aa. Nous cherchons f en sorte que
(9.2) ∂ log f + Aa = 0.
Nous avons donc a` inverser le ∂ avec un parame`tre. Ceci est bien connu :
c’est le Lemme de ∂ duˆ a` Poincare´. Si l’on e´crit dans une coordonne´e
holomorphe z la forme Aa :
Aa = gdz,
alors une solution au proble`me 9.2 est donne´ sous forme d’une inte´grale
par la formule de Poincare´ :
log f =
1
2π
√−1
∫
D
g(w)
w − z dw ∧ dw.
Le lecteur pourra consulter par exemple : [12] page 5. Ceci ache`ve la
de´monstration du Lemme.
9.2.3. The´orie de Sullivan. Nous adaptons la the´orie de Sullivan [26]
a` une lamination compacte oriente´e plonge´e dans une varie´te´ lisse. Le
re´sultat qui nous inte´resse est le suivant.
Proposition 9.11. Soit (X,L) une lamination compacte, lisse, orien-
te´e, de dimension topologique finie. Si L est tendue, il existe un plonge-
ment lisse π : X →M a` valeurs dans une varie´te´ lisse, et une n-forme
lisse sur M , ferme´e telle que π∗ω est strictement positive.
48 BERTRAND DEROIN
Conside´rons une lamination lisse compacte oriente´e de dimension
topologique finie (X,L) et un plongement lisse π : X → M a` valeurs
dans une varie´te´ M . La the´orie de Sullivan consiste a` e´tudier la config-
uration que forme dans l’espace des courants sur M :
- L’espace E des courants exacts.
- L’espace F des courants ferme´s (E ⊂ F ).
- Le coˆne C des courants de dimension n sur M strictement posi-
tifs sur L (c’est a` dire que ce sont des courants T sur M ve´rifiant la
proprie´te´ suivante : si ω est une n-forme lisse sur M telle que π∗ω est
strictement positive, alors T (ω) est stritement positif).
Nous adaptons cette the´orie pour certains plongements π : X → M :
Lemme 9.12. Il existe un plongement lisse π : X → RN ve´rifiant la
proprie´te´ suivante :
(P) Pour tout point x de X, il existe une coordonne´e lisse (z, t)
centre´e en x et une projection lisse p : RN → Rn × Rq (q = 2 ×
dimension topologique transverse + 1) telle que
p ◦ π = (z, τ(t)),
ou` τ est un plongement d’une transversale locale en x dans Rq.
De´monstration. Dire que X est de dimension topologique finie, c’est
exactement dire que X se plonge topologiquement dans un espace eu-
clidien. Nous voulons rendre ce plongement lisse le long des feuilles.
Donnons nous un point p et une carte locale U = B × T sur laquelle
est de´finie une coordonne´e lisse z centre´e en p = (0, t0). Choisissons
– une fonction plateau ρ : D→ R lisse, prenant des valeurs entre 0
et 1 et telle que ρ−1(1) = {|z| ≤ 1/2} et ρ−1(1) = {3/4 ≤ |z|}.
– une fonction continue ψ : T → R a` valeurs comprises entre 0 et 1,
telle que ψ−1(1) est un voisinage de t0 et dont le support est un
compact inclu dans T .
– un plongement τ : T → Rq, ou` q = 2×dimension topologique(T )+
1.
Posons
πp(z, t) = ρ(z)ψ(t)(z, τ(t), 1) ∈ Rn ×Rq ×R.
C’est une fonction lisse bien de´finie surX , et sa restriction a` V = {|z| ≤
1/2} × ψ−1(1) est un plongement. Par compacite´, on peut trouver un
nombre fini de ces voisinages recouvrant X . Le produit des applications
correspondantes πp est alors un plongement lisse de X dans un espace
euclidien, qui ve´rife la proprie´te´ (P).
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Lemme 9.13. Soit L une lamination lisse oriente´e d’un espace com-
pact X et π : X → RN un plongement lisse ve´rifiant la proprie´te´ (P).
Un courant ferme´ agissant sur les 2-formes lisses a` support compact
de RN et qui est positif sur l’image de X est l’image par π d’un cycle
feuillete´ de L.
De´monstration. Un e´le´ment de C est strictement positif le long de L
et ve´rifie une ine´galite´ du type
(9.3) |T (ω)| ≤ D|ω|L,∞,
pour toute n-forme lisse ω deRN , et pour une constanteD ne de´pendant
pas de ω. Nous voulons de´finir T pour toute forme lisse de L : nous
de´montrons pour cela le re´sultat d’approximation suivant.
Soit π : X → M un plongement lisse de X dans une varie´te´ lisse M ,
ve´rifiant la proprie´te´ (P). Soit ω une forme lisse sur L. Alors il existe
une suite de formes lisses ωn sur M telles que π
∗ωn tend vers ω dans
la topologiqe C1.
De´monstration. Prenons un recouvrement fini de X par des boˆıtes
Bi×Ti pour lesquelles il existe des coordonne´es (zi, ti) et des projections
lisses pi : R
N → Rn ×Rq telles que
pi ◦ π = (zi, ti).
En utilisant une partition de l’unite´ (provenant de fonctions lisses sur
M), nous pouvons supposer que le support de ω est dans l’une des
boˆıtes Bi × Ti. Pour simplifier les notations nous la noterons B × T et
(z, t) les coordonne´s lisses. Ecrivons alors
ω =
∑
ωIdzI ,
ou` les ωI sont des fonctions lisses sur L (lisses en z dont les de´rive´es
partielles par rapport aux variables z sont continues en z et t).
Soit K l’image de T par τ . Nous conside´rons une famille de mesures
de probabilite´ de´finies sur K telles que, pour toute fonction continue
f : K → R, la fonction f˜ : Rq → R de´finie par
f˜(y) =
∫
K
f(t)dνy(t)
soit un prolongement continu de f a`Rq. Une telle famille de mesures ex-
iste, car il suffit de prolonger continument a` Rq l’application y ∈ K 7→
δy ∈ Prob(K), en utilisant des approximations simpliciales (pour une
de´monstration plus constructive, on pourra consulter [25]). Ici Prob(K)
de´signe l’espace des mesures de probabilite´s sur K et δy est la mesure
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de Dirac en y. Nous posons alors
ω˜I(z, y) =
∫
K
ωI(z, t)dνy(t),
pour tout (z, y) ∈ B×Rq. Ce sont des prolongements des ωI a` B×Rq,
lisses en z et dont les de´rive´es partielles par rapport a` z sont continues.
Il ne reste plus qu’a` les lisser a` l’aide d’un noyau re´gularisant Kǫ(y, y
′)
de´fini pour y, y′ dans Rq et ǫ positif. Nous posons
ω˜ǫI(z, y) =
∫
Rq
Kǫ(y, y
′)ω˜I(z, y
′)deucl(y
′).
Il est imme´diat de voir que les ω˜ǫI sont des fonctions lisses, dont le
support est de´fini dans un voisinage aussi petit que l’on veut de B×K.
Les formes
ω˜ǫ =
∑
ω˜ǫIdzI
ve´rifient alors
|ω − (p ◦ π)∗ω˜ǫ|C1 → 0.
Nous sommes en mesure d’achever la de´monstration du Lemme 9.13.
De´finissons un courant T˜ sur L en posant
T˜ (ω) = lim
n
T (ωn)
pour n’importe quelle suite de formes lisses ωn sur M telles que π
∗ωn
tende vers ω dans la topologie C0. Ceci est bien de´fini a` cause de
l’ine´galite´ 9.3 et du Lemme 9.11. De´montrons alors que T˜ est ferme´.
Pour cela, prenons une forme exacte ω = dη sur L et une suite ηn de
formes lisses sur M telles que π∗ηn tende vers η dans la topologie C1
donne´e par le Lemme 9.11. La suite ω est alors la limite uniforme des
formes π∗dηn. Nous avons donc
T˜ (dη) = lim
n
T (dηn) = 0.
Ceci ache`ve la de´monstration du Lemme.
De´monstration de la Proposition 9.11. Prenons un plongement lisse
deX dansRN ve´rifiant la proprie´te´ P. Un cycle feuillete´ de L e´tant non
homologue a` 0 dans L, les proprie´te´s de continuite´ de la cohomologie
de Cech montrent qu’il existe un voisinage de l’image de X dans RN
dans lequel il est toujours non homologue a` 0. Ceci reste vrai pour des
cycles feuillete´s proche dans la topologie faible. Or l’ensemble des cycles
feuillete´s normalise´s pour la topologie faible est compact. Il existe donc
un voisinage de l’image de X dans lequel aucun cycle feuillete´ de L
n’est homologue a` 0. Quitte a` restreindre convenablement ce voisinage
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on peut supposer que c’est une varie´te´ compacte a` bord lisse. Notons
la M , et π : X →M le plongement de X dans M .
La de´monstration est alors identique a` celle de Sullivan ([26], p. 231).
Elle repose sur la dualite´ entre les formes lisses deM et les courants [21].
Remarquons que l’espace F des courants ferme´s est ferme´ dans l’espace
des courants, puisque la diffe´rentiation est continue. De plus, l’espace
E des courants exacts est ferme´ dans F , puisqu’il est donne´ par l’an-
nulation des pe´riodes ωi, les ωi formant une base (finie) de H
i(M,R).
D’apre`s la Proposition 9.13, le coˆne C des courants ferme´s et stricte-
ment positifs sur l’image de L n’intersecte pas E. De plus il est a` base
compacte, c’est a` dire qu’il existe un hyperplan affine qui l’intersecte
suivant un ensemble compact. Le The´ore`me de Hahn-Banach montre
donc qu’il existe une forme line´aire qui est strictement positive sur C et
nulle sur E. Cette forme line´aire correspond naturellement a` une forme
lisse, qui est strictement positive sur l’image de L et ferme´e.
De´monstration du The´ore`me 2.9. Soit L une lamination tendue par
surfaces de Riemann d’un espace X de dimension topologique finie.
Nous savons qu’il existe un plongement lisse
π : X →M
a` valeurs dans une varie´te´ lisse compacte a` bord, et une 2-forme ω lisse
sur M strictement positive sur l’image de L (voir Proposition 3.12). La
classe de cohomologie dans H2(M,R) est approximable par des classes
de cohomologie rationnelles [ωk] ∈ H2(M,Q). On peut supposer que
lorsque k tend vers l’infini,
|ω − ωk|∞ → 0,
quitte a` choisir ωk dans sa classe en sorte que ω − ωk soit harmonique
par rapport a` une me´trique riemannienne fixe´e sur M . Pour des entiers
k suffisament grand les formes ωk sont strictement positives sur L.
Un multiple entier d’une d’entre elle est alors une 2-forme ferme´e β,
entie`re et strictement positive sur L. La Proposition de´coule alors du
Lemme 9.9.
9.3. Crite`re pour l’existence d’une multi-transversale totale.
Soit L une lamination lisse d’un espace compactX . Unemulti-transver-
sale totale est une partie ferme´e M⊂ X et une fonction m :M→ N
telle que au voisinage de tout point de M il existe une boˆıte B × T ,
pour laquelle la fonction
t 7→
∑
(x,t)∈M∩B×{t}
n(x, t)
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est constante. Si L est une lamination par surfaces de Riemann, le
support d’un diviseur est une multi-transversale totale.
Puisque le support d’un diviseur est une multi-transversale totale, le
The´ore`me 2.10 de´coule des The´ore`mes 2.7 et 2.9. Nous ne savons pas
si il est vrai en dimension supe´rieure a` 3.
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